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前言

本书是一套面向经济与金融研究的数理方法自学教材。它以经济问题组织数学工具，而

不是按数学系课程目录机械展开。

当前文件是 LaTeX 工程骨架，正文将在五个样章通过审查后逐步填充。
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第一部分

选择、均衡与有限状态递归
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第一章 数学如何进入经济与金融研究

1.1 本章目标

本章建立全书的学习契约：我们学习数学，不是为了模仿数学系课程目录，而是为了

获得处理经济与金融研究问题的能力。对经济学和金融学而言，数学不是装饰性的形式语

言，而是一种工作方式：它帮助我们说清楚对象是什么、结论在什么条件下成立、哪些假

设不可省略，以及模型是否能够被计算。

读完本章，你不需要已经掌握后续所有定理；但你应当知道这些定理为什么会出现。本

书后面讨论紧致性、凸性、不动点、测度、条件期望、动态规划、鞅、随机微积分和偏微

分方程时，都不会把它们当作孤立的数学主题，而是把它们放回经济问题中。

1.2 经济问题先于数学工具

本书的基本路径是：

经济问题 −→数学障碍 −→必要理论 −→定理与证明 −→经济翻译 −→计算实现.

例如，消费者选择问题看起来只是最大化一个效用函数，但只要稍微严格一点，就会

出现一连串问题：可行集合是否为空？最优点是否存在？最优点是否唯一？价格和收入变

化时，最优选择是否连续变化？这些问题分别对应集合、拓扑、凸性、对应和最大值定理。

资产定价问题也类似。写下

p = E[mX]

很容易，但这个公式背后隐藏着状态空间、随机支付、价格泛函、无套利、条件信息和测

度变化。没有这些数学结构，公式只是记号；有了这些结构，公式才成为可以证明、可以

推广、可以计算的理论。

2



1.3 数学在经济学中的五个角色 3

1.3 数学在经济学中的五个角色

1.3.1 表达对象

经济模型首先需要把对象说清楚。偏好不是一句“喜欢更多”，而是集合上的二元关系；

需求不总是函数，而常常是一个最优选择对应；资产不是一个价格数字，而是跨状态或跨

时间的支付向量；宏观状态不一定是一个实数，也可能是一整个财富分布。

注 1.1. 如果对象没有被精确定义，后面的最优化、均衡、定价和计算都会变成模糊的口头
推理。

1.3.2 证明存在性

经济理论经常问：某个对象是否存在？消费者最优解是否存在，竞争均衡是否存在，

Nash 均衡是否存在，价值函数是否存在，风险中性测度是否存在。存在性不是技术细节，
而是模型有无基本解释力的前提。

1.3.3 判断唯一性、连续性和稳定性

存在多个均衡时，理论预测可能不唯一；政策函数不连续时，小的价格变化可能导致

大的行为跳跃；动态系统不稳定时，长期分析可能没有意义。因此，唯一性、连续性和稳

定性决定了模型能否用于比较静态、政策分析和数值求解。

1.3.4 解释价格、影子价格和对偶变量

经济学中特别重要的一类数学思想是对偶性。消费者问题中的拉格朗日乘子、企业问

题中的边际成本、福利定理中的支持价格、金融市场中的状态价格，本质上都在说明：约

束和价格之间存在深刻联系。

1.3.5 把理论变成计算

现代动态经济学和金融经济学很少只靠解析解。即使我们证明价值函数存在，仍然需

要计算它；即使我们知道平稳分布存在，仍然需要近似它；即使 HJB 方程刻画最优控制，
仍然需要数值方法求解。因此，本书会把定理和计算并列处理。



4 第一章 数学如何进入经济与金融研究

1.4 第一个模型：消费者最优选择

设消费者面对价格向量 p ∈ Rn
+ 和财富 w > 0，消费集合为 Rn

+，预算集为

B(p, w) = {x ∈ Rn
+ : p · x ≤ w}.

若效用函数为 u : Rn
+ → R，消费者问题是

max
x∈B(p,w)

u(x).

这条熟悉的式子马上带出三个数学问题。

1. 预算集是否非空？

2. 预算集是否紧致？

3. 效用函数是否连续？

如果预算集非空、紧致，且效用函数连续，那么最大值定理保证最优解存在。这就是实

分析进入消费者理论的第一扇门。注意，经济结论不是“消费者一定会选择某个东西”这

种心理判断，而是一个条件命题：在特定数学假设下，最优选择集合非空。

例 1.1 (把经济问题翻译成最优化). 一个消费者有财富 w = 12，两种商品价格为 p = (2, 3)，

效用为 u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 。经济语言是“在预算内选择最喜欢的消费束”。数学语言是

max
x1,x2≥0

x
1/2
1 x

1/2
2 s.t. 2x1 + 3x2 ≤ 12.

由于效用局部非饱和，预算会花完。对称 Cobb-Douglas 偏好把财富各花一半，因此

x∗1 = 3, x∗2 = 2.

这个例题的重点是翻译流程：先写可行集，再写目标函数，最后用最优化刻画选择。

1.5 第二个模型：价格支持与分离思想

考虑一个可行配置集合 F ⊆ R2。如果某个配置 x∗ ∈ F 位于有效边界上，我们希望找

到一个价格向量 p 6= 0，使得

p · x ≤ p · x∗, ∀x ∈ F.

这表示价格 p 支持配置 x∗：在这些价格下，没有其他可行配置比 x∗ 更“贵”。

这个命题看起来是经济学中的福利和价格问题，但其数学来源是凸集的支撑超平面。

如果 F 不是凸的，价格支持可能失败。这解释了为什么凸性在一般均衡、生产理论和金融

无套利中反复出现。
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例 1.2 (支持价格的最小几何图像). 设可行集合为

F = {(x1, x2) ∈ R2
+ : x1 + x2 ≤ 1}.

点 x∗ = (1/2, 1/2) 位于有效边界上。取价格向量 p = (1, 1)，则对任意 x ∈ F，

p · x = x1 + x2 ≤ 1 = p · x∗.

所以 p 支持 x∗。经济解释是：价格把可行边界变成一条预算线，边界上的点可以被某个价

格体系托住。后面福利定理会把这个几何直觉变成正式命题。

1.6 第三个模型：均衡与不动点

在博弈论中，每个参与者根据他人的策略选择最佳反应。若 s 表示策略组合，最佳反

应对应为 B(s)。Nash 均衡可以写成

s∗ ∈ B(s∗).

这就是一个不动点问题。

一般均衡中也有类似结构。价格决定需求和供给，需求和供给又决定市场是否清算；清

算条件反过来限制价格。均衡不是简单解一个方程，而是寻找某个映射或对应的不动点。因

此，Brouwer 和 Kakutani 不动点定理会成为经济理论的核心工具。

例 1.3 (市场出清方程). 设某商品需求为 D(p) = 10− p，供给为 S(p) = 2p− 2。均衡价格

满足

D(p) = S(p).

代入得 10− p = 2p− 2，所以 p∗ = 4，均衡数量为 q∗ = 6。这里已经出现了均衡的基本形

式：价格必须让个体选择聚合后彼此一致。

1.7 第四个模型：风险、信息与资产价格

设未来只有两个状态 s = 1, 2。某资产的状态支付为 X = (X1, X2)。如果状态价格为

q = (q1, q2)，则资产价格为

p = q1X1 + q2X2.

在更一般的模型中，状态可能无限多，支付 X 是随机变量，价格是某个线性泛函。若存在

随机贴现因子 m，资产价格可以写成

p = E[mX].
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这条公式预告了本书第二卷的核心主题：测度、积分、条件期望、Lp 空间和线性泛函。

金融理论不是把概率论拿来算均值和方差那么简单；它需要用概率空间描述状态，用条件

期望描述信息，用泛函分析描述价格。

例 1.4 (状态价格给资产定价). 若未来有两个状态，状态价格为 q = (0.4, 0.5)，某资产在两

个状态的支付为 X = (2, 1)，则今天价格为

p = q1X1 + q2X2 = 0.4 · 2 + 0.5 · 1 = 1.3.

这说明资产不是按平均支付定价，而是按不同状态中的边际价值定价。坏状态中的支付通

常更贵，因为它在更需要消费的时候到来。

例 1.5 (随机贴现因子的最小计算). 若资产今天价格为 q = 0.95，明天无风险支付 1，无套

利定价可写成

q = E[m · 1] = E[m],

其中 m 是随机贴现因子。因此此例中 E[m] = 0.95。如果另一个资产明天在好、坏状态分

别支付 2 和 0.5，价格就是 q2 = E[mX]。金融数学的核心就是理解这个 m 的存在、表示和

动态版本。

1.8 第五个模型：动态选择与递归

考虑一个极简的两期储蓄问题。个体今天有资源 a，选择消费 c 和明天资产 a′，满足

c+ a′ = a, c ≥ 0.

若明天价值由函数 V (a′) 表示，今天的问题可以写成

max
0≤c≤a

{u(c) + βV (a− c)}.

无限期问题的递归形式则是

V (a) = max
0≤c≤a

{u(c) + βV (a− c)}.

这里未知对象不是一个数，而是函数 V。Bellman 方程把无限期选择问题变成函数空间上
的不动点问题。于是，完备度量空间、压缩映射、Blackwell 条件和数值迭代自然进入动态
经济学。
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例 1.6 (一状态 Bellman 方程). 若每期只有一个状态，每期可得到收益 1，折现因子为

β = 0.9，则值函数只是一个数 V，满足

V = 1 + 0.9V.

解得 V = 10。这个最小例子已经体现递归思想：今天的价值等于今天收益加折现后的同一

个未来价值。

例 1.7 (动态问题中的递归表达). 设一个人每期得到效用 u(c) = log c，资产状态为 a。若

今天消费 c，明天资产为 a′ = R(a− c)。递归写法是

V (a) = max
0<c≤a

{log c+ βV (R(a− c))}.

这个式子把“今天选择”和“未来价值”放进同一个方程。后面动态规划章节会说明，右

侧定义了一个算子 T，而求解 V 就是在求固定点 V = TV。

1.9 第六个模型：连续时间与分布动态

在连续时间金融中，资产价格常被建模为随机过程，例如几何 Brownian motion：

dSt = µSt dt+ σSt dWt.

这里 Wt 是 Brownian motion。为了处理 St 的函数 f(St, t)，我们需要 Itô 引理；为了求最
优消费投资策略，我们需要 HJB方程；为了从无套利推出风险中性定价，我们需要鞅测度。

在现代宏观金融中，状态还可能是一整个财富分布。个体最优行为由 HJB 方程刻画，
分布演化由 Kolmogorov Forward方程刻画，市场清算把二者联立。这就是为什么本书第三
卷会进入 PDE 和数值方法，但只进入经济金融真正需要的部分。

例 1.8 (连续时间记号的读法). 式子

dSt = µSt dt+ σSt dWt

可以读作：资产价格变化由确定性漂移 µSt dt 和随机冲击 σSt dWt 两部分组成。这里的

dWt 不是普通可微函数的微分，而是 Brownian motion 的随机增量。因此普通链式法则不
再够用，需要 Itô 引理。

1.10 本书结构

全书分为三卷。
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1.10.1 卷一：选择、均衡与有限状态递归

第一卷建立有限维分析、优化、凸性、对应、不动点、一般均衡、博弈和有限状态动

态规划的基础。目标是让读者能够严格处理静态选择、价格支持和初步动态模型。

1.10.2 卷二：风险、函数空间与连续状态随机动态

第二卷进入测度概率、条件期望、函数空间、可测选择、离散时间鞅、随机动态规划、

递归竞争均衡和离散时间资产定价。目标是为现代宏观、金融和不确定性经济学建立语言。

1.10.3 卷三：连续时间金融与现代宏观金融

第三卷进入 ODE、最优控制、PDE 入口、Brownian motion、Itô 引理、随机控制、鞅
测度、Black–Scholes、Merton 问题和连续时间异质性主体模型。目标是连接博士课程和研
究前沿。

1.11 如何学习本书

每章都按同一结构组织：

动机→定义→定理→证明→反例→模型→计算→习题.

阅读时不要只追求“看懂证明”。更重要的是问：这个假设在经济模型中对应什么？如

果去掉它会发生什么？这个定理后面会在哪里再次出现？能不能用一个小程序或图形验证

它的直觉？

1.12 本章小结

本章给出了全书路线图。我们看到，经济金融研究中的数学并不是按抽象程度排列的

知识清单，而是一组反复服务于选择、价格、均衡、风险、动态和分布的工具。后续章节

会把这里出现的关键词逐步变成精确定义、定理、证明、例题、习题和计算实验。

1.13 Exercises

A 类：概念与对象

习题 1.1 (五个关键词). 解释以下术语在经济学中的含义：存在性、唯一性、连续性、稳定
性、可计算性。
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习题 1.2 (经济对象). 分别说明以下对象更自然地应被建模为数、向量、集合、函数、对应
还是概率分布：消费者财富、消费束、预算集、需求、效用、市场价格、财富分布。

习题 1.3 (函数还是对应). 为什么需求在一般情况下可能是对应而不是函数？给出一个经
济直觉。

习题 1.4 (状态变量). 列举三个经济或金融模型中的状态变量，并说明它们为什么是状态。

习题 1.5 (本书三卷). 用自己的话说明本书三卷之间的逻辑关系。

B 类：简单证明与反例

习题 1.6 (有限最优选择). 设 X = {a, b, c}，且 u(a) = 1, u(b) = 3, u(c) = 2。求最优选择集

合。

习题 1.7 (多重最优). 设 X = {a, b, c}，且 u(a) = 2, u(b) = 3, u(c) = 3。求最优选择集合，

并说明为什么需求可能多值。

习题 1.8 (没有最大值). 在集合 X = (0, 1) 上令 u(x) = x。证明不存在最大化点。

习题 1.9 (预算集有界性). 设 pi > 0 且 p · x ≤ w。证明对每个 i，都有 xi ≤ w/pi。

习题 1.10 (正价格的重要性). 如果某个商品价格为 0，预算集还一定有界吗？给出例子。

C 类：经济模型写法

习题 1.11 (消费者问题). 写出一个两商品消费者效用最大化问题，并标明选择变量、参数、
可行集合和目标函数。

习题 1.12 (企业问题). 写出一个简单企业利润最大化问题，并标明技术约束和价格参数。

习题 1.13 (博弈均衡). 用“最佳反应”的语言解释为什么 Nash 均衡可以看成不动点。

习题 1.14 (价格支持). 给定集合 F = {(x1, x2) : x1 + x2 ≤ 2, x1, x2 ≥ 0}。找一个价格向量
支持点 (2, 0)。

习题 1.15 (两期储蓄). 写出一个两期消费储蓄问题，其中今天资源为 a，储蓄为 a′，消费

为 c = a− a′。
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D 类：风险、动态与金融

习题 1.16 (两状态定价). 设状态价格为 q = (0.5, 0.25)，资产支付为 X = (2, 6)。求资产价

格。

习题 1.17 (无风险资产价格). 在上一题状态价格下，一个无风险资产在两个状态都支付 1。

求其价格和无风险收益率。

习题 1.18 (Markov 分布更新). 设

P =

(
0.8 0.2

0.4 0.6

)
, µ0 = (1, 0).

计算 µ1 = µ0P。

习题 1.19 (Bellman 形式). 把

max
0≤c≤a

{log c+ βV (a− c)}

解释为当前回报加未来价值。

习题 1.20 (连续时间直觉). 在

dSt = µSt dt+ σSt dWt

中，分别解释 µ、σ、dt、dWt 的经济含义。

E 类：路线与阅读

习题 1.21 (假设解释). 选择一个本章出现的假设，例如正价格、连续效用或凸性，解释它
支撑了什么经济结论。

习题 1.22 (工具地图). 把下列工具与经济问题配对：最大值定理、分离定理、不动点定理、
条件期望、压缩映射、Itô 引理。

习题 1.23 (学习计划). 写一段短计划，说明你打算如何阅读本书：如何读定义、证明、例
题、习题和计算实验。
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1.14 Solutions
解答 1.1 (五个关键词). 这题考的是本书反复使用的五类判断。存在性说明模型中的对象
确实存在，例如最优解或均衡价格不是空想。唯一性说明结论不依赖多重解选择；若不唯

一，理论预测可能需要额外选择规则。连续性说明参数小变化不会造成结论跳跃。稳定性

说明动态系统是否回到或接近某个状态。可计算性说明模型能否转化为算法和数值结果。

因此，读后续定理时可以问五个问题：对象存在吗？唯一吗？随参数稳定吗？动态上

稳定吗？能算出来吗？

解答 1.2 (经济对象). 这题训练“对象类型”的识别。消费者财富通常是数；消费束是向
量；预算集是集合；需求通常是函数或对应；效用是函数；市场价格是向量；财富分布是

概率分布或测度。

常见错误是把所有对象都叫作“变量”。例如预算集不是一个变量，而是一组满足预算

约束的消费束；需求也不一定是函数，因为最优选择可能不唯一。

解答 1.3 (函数还是对应). 判断标准是：同一个输入是否只有一个输出。若两个不同消费
束给消费者相同的最高效用，那么最优选择不唯一。此时同一价格和财富对应多个最优消

费束，因此需求更自然地写成对应

X(p, w) = arg max
x∈B(p,w)

u(x),

而不是单值函数 x(p, w)。

解答 1.4 (状态变量). 状态变量的作用是概括“走到今天为止对未来仍然有用的信息”。例
子包括资本存量、财富、就业状态。它们是状态变量，因为给定这些变量和当前选择，模

型可以描述未来演化。

例如储蓄模型中，今天的资产 a决定可消费资源；选择消费后，剩余资产进入明天。因

此 a 是状态变量。

解答 1.5 (本书三卷). 卷一建立有限维选择、优化和均衡的语言，核心是“静态选择和有
限状态递归”。卷二加入不确定性、函数空间和离散时间动态，核心是“风险、条件期望、

Markov与递归”。卷三进入连续时间、随机控制、资产定价和分布动态，核心是“Itô、HJB、
鞅测度和宏观金融”。

三卷不是并列清单，而是从有限维确定性逐步走向随机动态和连续时间。

解答 1.6 (有限最优选择). 有限集合上可以直接比较所有效用值。因为 u(b) = 3 最大，且

其他选项效用更低，最优选择集合为

arg max u = {b}.

这是一种单值最优选择。
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解答 1.7 (多重最优). u(b) = u(c) = 3 同为最大，所以最优选择集合为

arg max u = {b, c}.

这说明“最大值唯一”和“最大化点唯一”是不同问题。最大效用值是一个数，但达到它

的选择可以有多个；因此需求可能多值。

解答 1.8 (没有最大值). 对任意 x ∈ (0, 1)，都可以取 y = (x + 1)/2，则 y ∈ (0, 1) 且

u(y) > u(x)。因此没有任何 x 能最大化 u。

解答 1.9 (预算集有界性). 目标是证明每个坐标都不能无限大。因为 xi ≥ 0 且 pi > 0，有

pixi ≤ p · x ≤ w.

两边除以正数 pi，得

0 ≤ xi ≤
w

pi
.

每个坐标都有上界，所以预算集有界。

解答 1.10 (正价格的重要性). 如果某个商品价格为零，预算约束无法限制这个商品的数量，
因此预算集不一定有界。例如两商品中 p = (1, 0)，预算约束为

x1 ≤ w,

但 x2 可以任意大，所以预算集无界。这个反例说明 pi > 0 不是装饰性假设，而是紧致性

证明中控制坐标上界的关键。

解答 1.11 (消费者问题). 例如

max
x1,x2≥0

u(x1, x2) s.t. p1x1 + p2x2 ≤ w.

选择变量为 (x1, x2)，参数为 (p1, p2, w)，可行集合为预算集，目标函数为效用。

解答 1.12 (企业问题). 例如企业选择产量 y和投入 l，生产函数为 y = f(l)，利润为 py−wl。
问题可写为

max
l≥0

{pf(l)− wl}.

价格参数为 p, w，技术约束由 f 描述。

解答 1.13 (博弈均衡). 给定其他人的策略，每个参与者有一组最佳反应。若某个策略组合
中的每个策略都是对其他策略的最佳反应，则该策略组合属于自己的最佳反应对应，也就

是不动点。
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解答 1.14 (价格支持). 取 p = (1, 1)。对任意 x ∈ F，有 p · x = x1 + x2 ≤ 2 = p · (2, 0)，所
以 p 支持 (2, 0)。

解答 1.15 (两期储蓄). 可写为

max
0≤a′≤a

{u(a− a′) + βu(Ra′)}.

其中 a′ 是储蓄或明天资产，c = a− a′ 是今天消费，R 是总回报率。

解答 1.16 (两状态定价). 价格为

p = 0.5× 2 + 0.25× 6 = 2.5.

解答 1.17 (无风险资产价格). 无风险资产价格为 0.5+0.25 = 0.75。若今天价格为 0.75、未

来支付为 1，总收益率为 1/0.75 = 4/3。

解答 1.18 (Markov 分布更新).

µ1 = (1, 0)

(
0.8 0.2

0.4 0.6

)
= (0.8, 0.2).

解答 1.19 (Bellman 形式). log c 是当前消费带来的即时效用，βV (a − c) 是把剩余资产带

入未来后得到的贴现价值。最大化表示在当前消费和未来价值之间权衡。

解答 1.20 (连续时间直觉). µ是平均增长率或漂移，σ 是波动率，dt表示短时间长度，dWt

表示短时间内的随机冲击。

解答 1.21 (假设解释). 例如正价格保证预算集不会沿某个免费商品方向无限延伸，从而帮
助建立有界性；连续效用保证极限消费束的效用行为良好；凸性支持平均化和价格支持。

解答 1.22 (工具地图). 最大值定理对应最优选择存在；分离定理对应价格支持和无套利；
不动点定理对应均衡存在；条件期望对应信息下的决策和定价；压缩映射对应 Bellman 方
程；Itô 引理对应连续时间随机过程的函数变化。

解答 1.23 (学习计划). 一个合理计划是：先读经济动机，再理解定义；读证明时抓住假设
如何使用；做例题时模仿推导；做习题时区分计算、证明和模型题；动态和金融章节要同

时运行计算实验。
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1.15 Computation Lab
本章只设置轻量计算入口。正式 notebook 从动态规划和资产定价章节开始系统展开。

例 1.9 (Markov 转移的计算入口). 给定二状态转移矩阵

P =

(
0.9 0.1

0.2 0.8

)
,

可以从任意初始分布出发反复右乘 P，观察分布是否收敛。这一想法将在后续 Markov 过
程和财富分布章节中系统化。

例 1.10 (两状态资产价格的计算入口). 若状态价格为 q = (0.4, 0.3)，资产支付为X = (4, 1)，

则价格为

p = qX⊤ = 0.4× 4 + 0.3× 1 = 1.9.

这类有限状态计算将在离散时间资产定价章节中推广为矩阵形式。
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2.1 为什么从语言开始

经济学中的困难常常不是计算，而是对象本身没有说清楚。消费者的“喜欢”需要被

写成偏好关系；预算约束需要被写成集合；需求可能不是函数，而是对应；均衡不是一个

口号，而是某个条件集合中的元素。

本章建立这些语言。后续章节的最大值定理、Berge 定理、Kakutani 不动点定理、可
测选择和动态规划，都依赖本章的对象。

2.2 命题、证明与反例

定义 2.1 (命题). 命题是可以判断真假的数学陈述。

定义 2.2 (证明). 证明是一组逻辑步骤，用来说明一个命题在给定假设下必然成立。

定义 2.3 (反例). 反例是满足某些前提但使结论失败的对象。反例的作用是说明命题不成
立，或说明某个假设不可省略。

经济学中，证明的核心价值是告诉我们“结论依赖哪些假设”。例如，最优选择存在并

不是无条件成立；它依赖可行集非空、紧致和目标函数连续等假设。反例则告诉我们，一

旦某个假设失败，经济结论可能怎样崩塌。

2.3 集合

定义 2.4 (集合). 集合是由对象组成的整体。若对象 x 属于集合 A，记为 x ∈ A。

常用运算包括并集、交集和补集：

A ∪ B = {x : x ∈ A or x ∈ B},

A ∩B = {x : x ∈ A and x ∈ B},

15
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Ac = {x : x /∈ A}.

在经济学中，集合可以表示消费集合、预算集、技术集合、策略集合、状态空间和可

行配置集合。

定义 2.5 (笛卡尔积). 集合 A 与 B 的笛卡尔积为

A× B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

如果 A 是消费者集合，X 是每个消费者的消费集合，那么 XI 可表示所有消费者消费

计划的集合。

例 2.1 (集合运算描述政策目标). 设 A 是收入低于某阈值的人群，B 是拥有住房贷款的人

群。则 A∩B 是同时满足两种条件的人群，A∪B 是至少满足一种条件的人群，Ac 是收入
不低于阈值的人群。经济政策常常先用集合运算明确目标对象，再谈预算、激励或福利影

响。

2.4 映射、像与逆像

定义 2.6 (映射). 从集合 X 到集合 Y 的映射 f : X → Y 给每个 x ∈ X 指定唯一的

f(x) ∈ Y。

映射强调唯一性：一个输入只有一个输出。效用函数、生产函数、转移函数和价值函

数通常是映射。

定义 2.7 (像与逆像). 若 A ⊆ X，则 A 在 f 下的像为

f(A) = {f(x) : x ∈ A}.

若 B ⊆ Y，则 B 在 f 下的逆像为

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

命题 2.1 (逆像保持集合运算). 设 f : X → Y，且 B,C ⊆ Y。则

f−1(B ∪ C) = f−1(B) ∪ f−1(C),

f−1(B ∩ C) = f−1(B) ∩ f−1(C),

f−1(Bc) =
(
f−1(B)

)c
.
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证明. 只证明第一式，其余类似。对任意 x ∈ X，

x ∈ f−1(B ∪ C)

当且仅当 f(x) ∈ B ∪ C，当且仅当 f(x) ∈ B 或 f(x) ∈ C，当且仅当

x ∈ f−1(B) or x ∈ f−1(C).

这正是 x ∈ f−1(B) ∪ f−1(C)。

逆像在分析中很重要，因为连续性常常通过开集的逆像来定义。经济学中，某个参数

集合在政策函数下对应怎样的选择区域，也可用逆像描述。

例 2.2 (像和逆像的区别). 令 f(x) = x2，定义域为 R。若 A = [−2, 1]，则

f(A) = [0, 4].

若 B = [1, 4]，则

f−1(B) = [−2,−1] ∪ [1, 2].

像是把原集合送到函数值空间；逆像是问哪些原变量会落入目标集合。后面连续性和闭性

证明更常使用逆像。

例 2.3 (逆像帮助表达预算约束). 令 g(x) = p · x。预算集可以写成

B(p, w) = g−1((−∞, w]) ∩ RL
+.

如果 g 连续，则 g−1((−∞, w]) 是闭集。这个写法把“预算约束是闭的”转化为连续函数的

闭集逆像问题，是后面证明预算集紧致的基本步骤。

2.5 二元关系与偏好

定义 2.8 (二元关系). 集合 X 上的二元关系 R 是 X ×X 的一个子集。若 (x, y) ∈ R，记

为 xRy。

偏好关系是经济学中最重要的二元关系之一。若 x � y，表示消费者认为 x 至少和 y

一样好。

定义 2.9 (完备性与传递性). 偏好关系 � 是完备的，如果任意 x, y ∈ X，至少有 x � y 或

y � x。它是传递的，如果 x � y 且 y � z，则 x � z。
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完备性让消费者可以比较任意两个选择；传递性排除循环偏好。这些并不是心理学事

实，而是经济模型为了构造选择理论所采用的结构假设。

例 2.4 (循环偏好破坏选择). 设 X = {a, b, c}，并规定

a � b, b � c, c � a.

任意两个对象都能比较，但偏好不传递。若三者都可行，就没有稳定的最好选择：选 a 时

c 更好，选 c 时 b 更好，选 b 时 a 更好。这说明传递性是理性选择模型的结构支柱。

例 2.5 (由偏好生成严格偏好和无差异). 设效用 u(x) = x1 + x2，定义 x � y 当且仅当

u(x) ≥ u(y)。取 x = (2, 1)、y = (1, 2)、z = (0, 2)。有

u(x) = 3, u(y) = 3, u(z) = 2.

所以 x ∼ y，且 x � z、y � z。这个例子说明弱偏好是基础对象，严格偏好和无差异都可

以从弱偏好推出。

2.6 序、上界与上确界

定义 2.10 (偏序). 集合 X 上的关系 ≤ 是偏序，如果它满足自反性、反对称性和传递性。

定义 2.11 (全序). 偏序 ≤ 是全序，如果任意 x, y ∈ X 都可比较，即 x ≤ y 或 y ≤ x。

实数上的通常大小关系是全序；向量空间 Rn 上的逐坐标大小关系通常只是偏序。经

济学中，多商品消费束、风险分布和政策向量经常只有偏序而没有全序。

定义 2.12 (上界与上确界). 设 A ⊆ X，且 X 有序。若对所有 a ∈ A，都有 a ≤ u，则 u 是

A 的上界。若 s 是上界，且对任意上界 u 都有 s ≤ u，则 s 是 A 的上确界，记为 supA。

上确界不一定属于原集合。这个区别会在最大值定理中变得重要：有上确界不代表最

大值存在。

例 2.6 (上确界不是最大值). 集合 A = (0, 1) 的上确界是 1，因为所有 a ∈ A 都满足 a ≤ 1，

且任何小于 1 的数都不是上界。但 1 /∈ A，所以 A 没有最大元。最大值定理要用紧致性，

正是为了避免最优点只存在于可行集外的极限边界上。

例 2.7 (检验一个关系是否为偏序). 在 R2 上定义 x ≤ y 当且仅当 x1 ≤ y1 且 x2 ≤ y2。自

反性、反对称性和传递性都逐坐标成立，因此这是偏序。

但它不是全序。例如 (1, 3) 和 (2, 2) 不能比较。经济含义是：多维消费束可能一个商品

更多、另一个商品更少，序关系未必自动给出完整排序。
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2.7 对应：多值选择的语言

定义 2.13 (对应). 从 X 到 Y 的对应 Γ : X ⇒ Y 给每个 x ∈ X 指定一个子集 Γ(x) ⊆ Y。

函数是特殊的对应：每个输入只对应一个输出。经济学中大量对象天然是对应：

价格和财富 7−→最优需求集合,

策略组合 7−→最佳反应集合,

状态 7−→可行动作集合.

定义 2.14 (图像). 对应 Γ : X ⇒ Y 的图像为

Gr(Γ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ Γ(x)}.

图像把多值对象重新变成一个集合。后续的闭图像、上半连续和固定点定理都会使用

这个视角。

例 2.8 (对应不是函数). 令 Γ(p) 表示价格 p 下消费者的最优需求。若两种商品完全替代，

且每元钱效用相同，则预算线上所有点都最优。例如 p = (1, 1)、w = 1、u(x) = x1+x2，则

Γ(p) = {(x1, x2) ≥ 0 : x1 + x2 = 1}.

同一个价格对应无穷多个最优消费束，所以 Γ 是对应而不是函数。

例 2.9 (图像把对应变成集合). 令 Γ(x) = [0, x]，定义在 x ∈ [0, 1] 上。它的图像为

Gr(Γ) = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}.

这个集合是平面中的三角形。闭图像、上半连续和 Kakutani定理都会通过这种把多值对象
看成集合的方式工作。

2.8 上半连续和下半连续的直觉

对应的连续性比函数复杂。直观地说，上半连续要求参数轻微变化时，选择集合不会

突然冒出远处的新点；下半连续要求原来可行或最优的点附近仍然能找到相近选择。

在消费者理论中，需求对应的上半连续意味着价格和财富小幅变化不会产生完全跳跃

的新需求。动态规划中，政策对应的连续性关系到数值算法是否稳定。

本章只给直觉，正式定义和定理将在最大值定理章节展开。
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2.9 本章小结

本章建立了全书语言层：集合描述可行性，映射描述唯一规则，关系描述偏好和排序，

对应描述多值选择，图像把对应转化为集合。后续章节会在这些语言之上发展拓扑、连续

性、紧致性、最大值定理和不动点方法。

2.10 Exercises

A 类：集合与映射

习题 2.1. 设 A = {1, 2, 3}，B = {3, 4}。求 A ∪ B、A ∩ B 和 A \B。

习题 2.2. 设 X = {a, b}，Y = {1, 2, 3}。列出 X × Y。

习题 2.3. 设 f(x) = 2x+ 1。求集合 [3, 7] 的逆像。

习题 2.4. 设 f(x) = x2。求 {1, 4} 的逆像。

习题 2.5. 证明 f−1(B ∩ C) = f−1(B) ∩ f−1(C)。

B 类：关系与序

习题 2.6. 给出一个完备但不传递的关系。

习题 2.7. 给出一个传递但不完备的关系。

习题 2.8. 证明实数上的通常大小关系是全序。

习题 2.9. 证明 R2 上逐坐标序是偏序。

习题 2.10. 在逐坐标序下，判断 (1, 2) 和 (2, 1) 是否可比较。

习题 2.11. 求集合 A = (0, 1) 在 R 中的上确界和下确界。

C 类：经济对象

习题 2.12. 把两商品预算集写成集合形式。

习题 2.13. 把“消费束 x 至少和 y 一样好”写成二元关系形式。

习题 2.14. 给出一个效用函数，它表示“只关心两商品总量”的偏好。

习题 2.15. 给出一个例子说明需求可能是多值的。

习题 2.16. 解释为什么策略集合是博弈论中的基本集合对象。
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D 类：对应

习题 2.17. 设 Γ(x) = {x,−x}，定义域为 R。写出 Γ(2) 和 Γ(0)。

习题 2.18. 设 Γ(x) = [0, x]，定义域为 [0, 1]。写出其图像。

习题 2.19. 说明函数 f : X → Y 如何被看成一个特殊对应。

习题 2.20. 设最佳反应对应 B(A) = {A,B}，B(B) = {B}。找出所有满足 s ∈ B(s) 的策

略。

习题 2.21. 用一句话解释为什么 Kakutani 不动点定理需要对应而不只是函数。

E 类：综合

习题 2.22. 解释“有上确界”与“有最大值”的区别，并说明它为什么对最优选择重要。

习题 2.23. 用集合、函数、关系和对应分别描述一个消费者问题。

习题 2.24. 为什么上半连续的直觉适合描述需求对应的稳定性？

习题 2.25. 本章哪些概念将在最大值定理中再次出现？

习题 2.26. 本章哪些概念将在博弈均衡存在性中再次出现？

2.11 Solutions

本章题解的阅读重点是：每一步都回到定义。集合题用集合运算定义，关系题用自反

性、反对称性、传递性、完备性，逆像题用“先让函数值落入目标集合”的方法。

解答 2.1. 并集收集出现在任一集合中的元素，交集收集同时出现在两个集合中的元素，差
集收集在 A 中但不在 B 中的元素。因此

A ∪ B = {1, 2, 3, 4}, A ∩B = {3}, A \B = {1, 2}.

解答 2.2. 笛卡尔积要求把 X 中每个元素与 Y 中每个元素配对。因此

X × Y = {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}.

如果 |X| = 2、|Y | = 3，那么笛卡尔积有 2× 3 = 6 个元素。
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解答 2.3. 逆像的定义是：找出所有使函数值落入目标集合的 x。这里要求

2x+ 1 ∈ [3, 7],

也就是

3 ≤ 2x+ 1 ≤ 7.

两边同时减 1 再除以 2，得 1 ≤ x ≤ 3。所以逆像为 [1, 3]。

解答 2.4. x2 = 1 或 x2 = 4，所以逆像为 {−2,−1, 1, 2}。

解答 2.5. 证明集合相等，通常证明任意元素属于左边当且仅当属于右边。对任意 x，

x ∈ f−1(B ∩ C)

当且仅当 f(x) ∈ B ∩ C，当且仅当 f(x) ∈ B 且 f(x) ∈ C，当且仅当

x ∈ f−1(B) 且 x ∈ f−1(C).

这正是 x ∈ f−1(B) ∩ f−1(C)。

解答 2.6. 令 X = {a, b, c}，关系满足 a � b、b � c、c � a，并补充每个元素与自身可比。

这可以是完备的，但若严格循环存在，则传递性失败。

解答 2.7. 集合包含关系 ⊆ 是传递的，但在幂集上不完备。例如 {1} 与 {2} 互不包含。

解答 2.8. 实数大小关系满足自反性、反对称性、传递性，且任意两个实数都可比较，因此
是全序。

解答 2.9. 要证明是偏序，需要逐条检查三个性质。自反性：每个坐标都有 xi ≤ xi，所以

x ≤ x。反对称性：若 x ≤ y 且 y ≤ x，则每个坐标同时满足 xi ≤ yi 和 yi ≤ xi，故 xi = yi，

所以 x = y。传递性：若 x ≤ y 且 y ≤ z，则逐坐标有 xi ≤ yi ≤ zi，所以 x ≤ z。因此逐坐

标序是偏序。

解答 2.10. 不可比较，因为第一坐标 1 < 2，但第二坐标 2 > 1。

解答 2.11. 集合 A = (0, 1) 的所有元素都小于等于 1，且任何小于 1 的数都不是上界，所

以

supA = 1.

同理，所有元素都大于等于 0，且任何大于 0 的数都不是下界，所以

infA = 0.

但 0, 1 /∈ A。这说明上确界和下确界不一定属于集合；最大值和最小值则必须属于集合。



2.11 SOLUTIONS 23

解答 2.12.

B(p, w) = {(x1, x2) ∈ R2
+ : p1x1 + p2x2 ≤ w}.

解答 2.13. 写作 x � y，其中 �⊆ X ×X 是消费集合上的二元关系。

解答 2.14. 可取 u(x1, x2) = x1 + x2。

解答 2.15. 若 X = {a, b}，且 u(a) = u(b) = 1，则两个选择都是最优的，需求集合为 {a, b}。

解答 2.16. 策略集合列出参与者可选择的行动。收益函数和最佳反应都定义在策略集合或
其笛卡尔积上。

解答 2.17. Γ(2) = {2,−2}，Γ(0) = {0}。

解答 2.18.

Gr(Γ) = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}.

解答 2.19. 函数 f 可被看成对应 Γf (x) = {f(x)}，即每个输入对应一个单元素集合。

解答 2.20. A ∈ B(A)，且 B ∈ B(B)，所以 A 和 B 都满足 s ∈ B(s)。

解答 2.21. 因为很多经济问题中的最佳反应或最优选择可能多值，均衡条件自然是 x ∈
Γ(x)，而不是 x = f(x)。

解答 2.22. 上确界是最小上界，不一定属于集合；最大值必须属于集合。最优选择需要最
大值，而不仅是上确界。

解答 2.23. 集合：消费集和预算集；函数：效用函数；关系：偏好关系；对应：需求对应。

解答 2.24. 上半连续排除参数小变化后选择集合突然出现远处新点。这正对应需求对价格
和财富扰动的稳定性要求。

解答 2.25. 集合、映射、逆像、对应、图像、上确界和最大值区别都会在最大值定理中再
次出现。

解答 2.26. 策略集合、最佳反应对应、图像、闭性和不动点思想会在博弈均衡存在性中再
次出现。
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2.12 Computation Lab
本章的计算只用于帮助理解有限集合、函数和对应。

例 2.10 (有限对应的表格表示). 有限对应可以用表格或字典表示。例如最佳反应对应

B(A) = {A,B}, B(B) = {B}

可以被记录为：

{A : {A,B}, B : {B}}.

检查不动点就是检查哪些 s 满足 s ∈ B(s)。

例 2.11 (有限需求对应). 若有限选择集为 X = {a, b, c}，效用为

u(a) = 1, u(b) = 2, u(c) = 2,

则最大效用为 2，需求对应返回集合 {b, c}。这个过程可以通过枚举完成。
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3.1 为什么经济学需要线性代数

线性代数在经济与金融研究中不是一门孤立的计算课。它是一种表达多维对象和线性

作用的语言。消费束是向量，价格是向量，资产支付是跨状态向量，投入产出关系是矩阵，

Markov 转移是矩阵，协方差矩阵刻画风险，线性化系统的特征值决定局部稳定性。
本章的目标不是重新讲完整线性代数，而是把线性代数中最常用于经济研究的部分组

织为四类问题：

向量表示→矩阵映射→二次型与曲率→非负矩阵与动态.

3.2 向量：商品、价格、资产与分布

在 n 商品经济中，消费束写成 x ∈ Rn
+，价格写成 p ∈ Rn

+，支出为内积

p · x =
n∑
i=1

pixi.

在有限状态金融模型中，资产支付也可写成向量 X ∈ RS，其中 Xs 是状态 s 下的支付。

概率分布同样可以是向量。若有 S 个状态，分布 µ 可写为行向量

µ = (µ1, . . . , µS), µs ≥ 0,
S∑
s=1

µs = 1.

这使得状态转移、资产支付和期望都可以用矩阵和内积表达。

3.3 线性映射与矩阵

定义 3.1 (线性映射). 设 V,W 是向量空间。映射 T : V → W 是线性的，如果对任意

x, y ∈ V 和标量 α, β，都有

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

25
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矩阵是有限维线性映射的坐标表示。如果 A ∈ Rm×n，则 x 7→ Ax 是从 Rn 到 Rm 的线

性映射。

命题 3.1 (线性映射由基决定). 设 e1, . . . , en 是 Rn 的标准基。若线性映射 T : Rn → Rm 已

知 T (ei) 对所有 i 的取值，则 T (x) 对任意 x ∈ Rn 都被唯一决定。

证明. 任意 x ∈ Rn 可写为

x =
n∑
i=1

xiei.

由线性性，

T (x) = T

(
n∑
i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiT (ei).

因此只要知道所有 T (ei)，就知道任意 x 的像。

经济含义是：如果一个线性生产或支付系统对每个基本投入、基本资产或基本状态的

作用已知，那么对任意组合的作用也被确定。

3.4 线性方程组与投入产出

Leontief 投入产出模型的基本形式为

x = Ax+ d,

其中 x 是总产出向量，A 是投入系数矩阵，d 是最终需求。若 I − A 可逆，则

x = (I − A)−1d.

这里 (I − A)−1 被称为 Leontief inverse。它把最终需求转化为总产出需求。关键问题
是：逆矩阵是否存在？逆矩阵是否非负？需求增加是否导致总产出增加？这些问题自然引

出谱半径和非负矩阵。

例 3.1 (用线性方程求均衡数量). 设两个市场的逆需求关系给出线性系统(
2 1

1 3

)(
q1

q2

)
=

(
5

6

)
.

第一式给出 q2 = 5− 2q1。代入第二式得 q1 + 3(5− 2q1) = 6，所以 q1 = 9/5，q2 = 7/5。线

性代数在这里同时处理多个市场的相互影响。
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例 3.2 (Leontief 逆矩阵). 投入产出模型中，总产出满足 x = Ax+ d。若

A =

(
0.2 0.1

0.3 0.2

)
, d =

(
10

5

)
,

则 x = (I − A)−1d。这里

I − A =

(
0.8 −0.1

−0.3 0.8

)
,

行列式为 0.61 > 0，所以可逆。这个逆矩阵把最终需求冲击转化为总产出需求。

3.5 特征值、特征向量与长期行为

定义 3.2 (特征值与特征向量). 设 A ∈ Rn×n。若存在非零向量 v 6= 0 和标量 λ，使得

Av = λv,

则 λ 是 A 的特征值，v 是对应特征向量。

特征向量表示在线性作用下方向不变的向量，特征值表示该方向上的缩放比例。在线

性动态系统

xt+1 = Axt

中，特征值决定不同方向上的增长、衰减或震荡。

定义 3.3 (谱半径). 矩阵 A 的谱半径为

ρ(A) = max{|λ| : λ is an eigenvalue of A}.

若 ρ(A) < 1，则线性系统 xt+1 = Axt 通常具有收敛到零的倾向。这个思想将在差分方

程、动态规划和局部稳定性分析中反复出现。

例 3.3 (特征值判断动态稳定). 设

A =

(
0.5 0

0 0.8

)
.

特征值为 0.5 和 0.8，所以谱半径为 0.8 < 1。动态系统 xt+1 = Axt 中，每个坐标都会逐期

衰减到 0。若把第二个特征值改成 1.2，则第二个方向会放大，系统不再收敛到 0。
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3.6 二次型、正定性与风险

定义 3.4 (二次型). 给定对称矩阵 Q ∈ Rn×n，表达式

x⊤Qx

称为由 Q 生成的二次型。

定义 3.5 (正定与半正定). 对称矩阵 Q 是半正定的，如果对所有 x ∈ Rn，有 x⊤Qx ≥ 0。

若对所有非零 x 6= 0，有 x⊤Qx > 0，则 Q 是正定的。

二次型在经济学中有三类核心用途。第一，它刻画二阶条件和凸性；第二，它刻画投

资组合方差

Var(rp) = w⊤Σw;

第三，它在线性二次控制和近似动态模型中出现。

例 3.4 (投资组合方差). 两项资产权重为 w = (w1, w2)，协方差矩阵为

Σ =

(
0.04 0.01

0.01 0.09

)
.

组合方差为 w⊤Σw。若 w = (1/2, 1/2)，则

w⊤Σw = 0.25(0.04) + 2(0.25)(0.01) + 0.25(0.09) = 0.0375.

二次型在金融中直接表示风险。

命题 3.2 (正定矩阵与严格凸二次型). 若 Q 是对称正定矩阵，则函数

f(x) =
1

2
x⊤Qx

是严格凸函数。

证明. 对任意 x 6= y 和 θ ∈ (0, 1)，令 z = x− y。直接展开可得

θf(x) + (1− θ)f(y)− f(θx+ (1− θ)y) =
1

2
θ(1− θ)z⊤Qz.

因为 Q 正定且 z 6= 0，右侧严格大于 0。因此 f 严格凸。

例 3.5 (二次型判断凹性). 考虑利润函数中的二次项

−x21 − 2x22 − x1x2.
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对应 Hessian 为

H =

(
−2 −1

−1 −4

)
.

判断凹性等价于判断 −H 正定。因为

−H =

(
2 1

1 4

)
,

其首要主子式为 2 > 0，行列式为 7 > 0，所以 −H 正定，H 负定。该二次函数严格凹，因
此一阶条件给出的临界点是唯一最大点。

3.7 非负矩阵与 Markov 转移

定义 3.6 (非负矩阵). 若矩阵 A 的所有元素都非负，记为 A ≥ 0。

非负矩阵在经济中非常常见：投入系数不能为负，状态转移概率不能为负，人口或财

富分布的转移也不能产生负质量。

定义 3.7 (行随机矩阵). 矩阵 P ∈ RS×S 是行随机矩阵，如果 Pij ≥ 0，且每一行元素和为

1。

若 µt 是状态分布行向量，转移矩阵为 P，则下一期分布为

µt+1 = µtP.

例 3.6 (Markov 分布更新). 设

µ0 = (1, 0), P =

(
0.7 0.3

0.2 0.8

)
.

则

µ1 = µ0P = (0.7, 0.3).

再更新一次：

µ2 = (0.7, 0.3)P = (0.55, 0.45).

矩阵乘法把个体状态转移概率转化为总体分布演化。

命题 3.3 (行随机矩阵保持概率分布). 若 µ 是概率分布行向量，P 是行随机矩阵，则 µP

仍是概率分布行向量。
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证明. 非负性显然成立，因为 µi ≥ 0 且 Pij ≥ 0。再看元素和：∑
j

(µP )j =
∑
j

∑
i

µiPij =
∑
i

µi
∑
j

Pij =
∑
i

µi = 1.

因此 µP 是概率分布。

例 3.7 (两状态 Markov 链的平稳分布). 设

P =

(
0.9 0.1

0.4 0.6

)
.

令平稳分布为 π = (π1, π2)，满足 π = πP 和 π1 + π2 = 1。第一列方程给出

π1 = 0.9π1 + 0.4π2,

所以 0.1π1 = 0.4π2，即 π1 = 4π2。结合总和为 1，得

π = (4/5, 1/5).

3.8 Perron–Frobenius 思想
Perron–Frobenius 理论研究非负矩阵的主特征值和正特征向量。其完整形式较深，但

经济学中的直觉很清楚：如果系统中各部门、状态或类型之间存在非负连接，那么长期规

模、稳定分布或平衡增长路径通常与某个特殊的非负特征向量有关。

例如，Markov 链的平稳分布 π 满足

π = πP.

这说明 π 是转移算子的特征向量，对应特征值为 1。投入产出模型中的总产出乘数、人口

模型中的稳定年龄结构，也有类似结构。

例 3.8 (非负矩阵的长期结构). 人口模型中，xt 表示各年龄组人口，非负矩阵 A 描述出生

和年龄转移：

xt+1 = Axt.

若长期增长率为 λ，稳定年龄结构为 v ≥ 0，则

Av = λv.

Perron–Frobenius 思想告诉我们，在适当连通和正性条件下，主特征值和非负特征向量刻
画长期增长路径。
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3.9 本章小结

本章把线性代数解释为经济算子语言。向量描述多商品、多资产和多状态对象；矩阵描

述投入、转移和线性动态；特征值描述长期行为；二次型描述曲率和风险；非负矩阵描述投

入产出和概率转移。后续章节会继续使用这些工具，尤其是在动态规划、资产定价、Markov
过程和数值方法中。

3.10 Exercises

A 类：向量与矩阵计算

习题 3.1. 计算 p = (1, 2, 3) 与 x = (4, 5, 6) 的内积。

习题 3.2. 设资产收益 r = (0.02, 0.06, 0.10)，权重 w = (0.2, 0.5, 0.3)。求组合收益。

习题 3.3. 计算 (
1 2

3 4

)(
2

1

)
.

习题 3.4. 判断矩阵 (
1 0

0 0

)
是否可逆。

习题 3.5. 求对角矩阵 diag(2, 5) 的特征值。

B 类：线性映射与方程

习题 3.6. 证明零映射 T (x) = 0 是线性映射。

习题 3.7. 判断 T (x) = x+ b 是否线性，其中 b 6= 0。

习题 3.8. 解线性方程组
x1 + x2 = 3, x1 − x2 = 1.

习题 3.9. 设 x = Ax+ d。若 I − A 可逆，求 x。

习题 3.10. 解释 Leontief 模型中矩阵 A 的经济含义。
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C 类：特征值与稳定性

习题 3.11. 求

A =

(
0.5 0

0 0.8

)
的谱半径。

习题 3.12. 系统 xt+1 = 0.7xt 是否收敛到 0？

习题 3.13. 系统 xt+1 = 1.2xt 是否稳定？

习题 3.14. 解释为什么特征值大于 1 的方向会导致线性系统发散。

习题 3.15. 若 Av = λv，求 A2v。

D 类：二次型与风险

习题 3.16. 计算 x⊤Qx，其中 x = (1, 2)⊤，

Q =

(
2 0

0 3

)
.

习题 3.17. 判断 Q =

(
1 0

0 1

)
是否正定。

习题 3.18. 判断 Q =

(
1 0

0 0

)
是否正定，是否半正定。

习题 3.19. 设组合权重 w = (0.5, 0.5)⊤，协方差矩阵

Σ =

(
0.04 0

0 0.16

)
.

求组合方差。

习题 3.20. 解释为什么协方差矩阵应当是半正定的。

E 类：非负矩阵与 Markov 转移

习题 3.21. 判断

P =

(
0.7 0.3

0.4 0.6

)
是否为行随机矩阵。
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习题 3.22. 若 µ = (0.2, 0.8)，计算 µP，其中 P 如上一题。

习题 3.23. 证明 µP 的元素和为 1，其中 µ 是概率分布，P 是行随机矩阵。

习题 3.24. 解释平稳分布方程 π = πP 的经济含义。

习题 3.25. 为什么非负矩阵适合描述投入产出关系？

F 类：综合

习题 3.26. 把消费束、价格、资产支付、状态分布分别解释为向量。

习题 3.27. 说明二次型为什么会同时出现在优化二阶条件和金融风险度量中。

习题 3.28. 说明谱半径、Markov 转移和平稳分布之间的联系。

习题 3.29. 本章哪些内容会在动态规划中再次出现？

习题 3.30. 本章哪些内容会在资产定价中再次出现？

3.11 Solutions

本章题解的核心是把经济语言翻译成矩阵语言。线性方程题先写成 Ax = b，二次型题

检查 x⊤Qx，Markov 题检查非负性和行和为 1。

解答 3.1. 这是内积计算。把对应坐标相乘再相加：

(1, 2, 3) · (4, 5, 6) = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 = 32.

经济上，若第一个向量是价格、第二个向量是消费束，这个内积就是总支出。

解答 3.2. 这是期望收益的向量写法。概率向量与状态收益向量做内积：

0.2 · 0.02 + 0.5 · 0.06 + 0.3 · 0.10 = 0.004 + 0.03 + 0.03 = 0.064.

所以期望收益率为 6.4%。

解答 3.3. 按矩阵乘法，第一行与列向量内积给第一项，第二行与列向量内积给第二项：(
1 2

3 4

)(
2

1

)
=

(
1 · 2 + 2 · 1
3 · 2 + 4 · 1

)
=

(
4

10

)
.
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解答 3.4. 判断 2× 2 矩阵是否可逆，最直接的方法是看行列式。若行列式为 0，两行或两

列线性相关，矩阵秩小于 2，因此不可逆。

经济解释是：若矩阵不可逆，线性系统可能没有唯一解；例如投入产出系统中，总产

出可能无法由最终需求唯一确定。

解答 3.5. 若矩阵是对角矩阵或上三角矩阵，特征值就是对角线元素。因此特征值为 2 和

5。若要按定义验证，可解

det(A− λI) = 0,

得到 (2− λ)(5− λ) = 0。

解答 3.6. 对任意 α, β，T (αx+ βy) = 0 = α0 + β0 = αT (x) + βT (y)，所以线性。

解答 3.7. 不是。因为 T (0) = b 6= 0，而线性映射必须满足 T (0) = 0。

解答 3.8. 线性方程组的思路是消元。若两式相加得

2x1 = 4,

则 x1 = 2。再把 x1 = 2 代回任意一个原方程，可得 x2 = 1。所以解为

(x1, x2) = (2, 1).

解答 3.9. 从投入产出恒等式开始：
x = Ax+ d.

把 Ax 移到左边：

(I − A)x = d.

若 I − A 可逆，则

x = (I − A)−1d.

这里 (I − A)−1 把最终需求 d 转换成总产出 x。

解答 3.10. Aij 通常表示生产一单位部门 j 产品需要多少部门 i 的投入。它描述部门之间

的投入依赖。

解答 3.11. 谱半径是所有特征值绝对值的最大值。若特征值为 0.5 和 0.8，则

ρ(A) = max{|0.5|, |0.8|} = 0.8.

动态系统中，谱半径小于 1 通常意味着线性迭代有收敛倾向。
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解答 3.12. 由递推式可得
xt = 0.7tx0.

因为 |0.7| < 1，所以 0.7t → 0。因此对任意初值 x0，都有 xt → 0。这是一维线性系统稳定

的最简单例子。

解答 3.13. 不稳定。递推解为
xt = 1.2tx0.

若 x0 6= 0，由于 1.2t → ∞，偏离会被不断放大。这个例子说明特征值绝对值大于 1 的方向
会造成发散。

解答 3.14. 沿特征向量方向，系统每期乘以 λ。若 |λ| > 1，该方向上的偏离会被放大。

解答 3.15.
A2v = A(Av) = A(λv) = λAv = λ2v.

解答 3.16. 代入二次型公式。若 Q = diag(2, 3)、x = (1, 2)，则

x⊤Qx = 2 · 12 + 3 · 22 = 2 + 12 = 14.

二次型把“方向 x”映射成一个标量，常用于曲率和方差。

解答 3.17. 是正定矩阵，因为 x⊤Ix = ‖x‖2 > 0 对所有非零 x 成立。

解答 3.18. x⊤Qx = x21 ≥ 0，所以半正定；但当 x = (0, 1) 时为 0，所以不是正定。

解答 3.19. 组合方差为 w⊤Σw。若两个资产权重都是 0.5，且此题协方差项为 0，则

w⊤Σw = 0.52 · 0.04 + 0.52 · 0.16 = 0.01 + 0.04 = 0.05.

若存在非零协方差，还需要加上 2w1w2σ12。

解答 3.20. 任意投资组合的方差都不能为负，而组合方差写作 w⊤Σw，所以协方差矩阵必

须半正定。

解答 3.21. 是。元素非负，每行和分别为 1 和 1。

解答 3.22. 先做矩阵乘法：

µP = (0.2, 0.8)

(
0.7 0.3

0.4 0.6

)
= (0.2 · 0.7 + 0.8 · 0.4, 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.6) = (0.46, 0.54).

两个分量仍非负且和为 1，所以更新后仍是概率分布。
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解答 3.23. ∑
j

(µP )j =
∑
j

∑
i

µiPij =
∑
i

µi
∑
j

Pij =
∑
i

µi = 1.

解答 3.24. 平稳分布表示经过一轮转移后总体分布不变，可解释为长期稳定的状态分布。

解答 3.25. 投入需求通常不能为负，部门间投入系数也是非负的，所以非负矩阵自然描述
投入产出依赖。

解答 3.26. 消费束记录各商品数量；价格记录各商品单位价值；资产支付记录各状态或日
期的现金流；状态分布记录各状态概率或人口质量。

解答 3.27. 优化中二次型描述目标函数曲率，金融中二次型 w⊤Σw 描述投资组合方差。二

者都关心“方向”和“曲率/风险强度”。

解答 3.28. Markov 转移由行随机矩阵表示。平稳分布满足 π = πP，是特征值 1 对应的左

特征向量。谱结构决定长期行为。

解答 3.29. 矩阵转移、谱半径、Markov分布、线性系统稳定性都会在动态规划和随机动态
中再次出现。

解答 3.30. 状态支付向量、价格向量、协方差矩阵、二次型风险和线性定价公式都会在资
产定价中再次出现。

3.12 Computation Lab
例 3.9 (Leontief inverse 的数值步骤). 给定 A 和 d，总产出计算为：

x = (I − A)−1d.

在数值计算中，更推荐解线性方程组 (I − A)x = d，而不是显式求逆。这会在大规模投入

产出模型中更稳定。

例 3.10 (Markov 迭代). 给定初始分布 µ0 和转移矩阵 P，可通过

µt = µ0P
t

计算第 t 期分布。若分布收敛，其极限候选满足 π = πP。

例 3.11 (组合方差). 给定协方差矩阵 Σ 和权重 w，组合方差为

σ2
p = w⊤Σw.

这个表达式是后续均值–方差投资组合理论的计算核心。
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4.1 为什么最优选择需要实分析

消费者问题

max
x∈B(p,w)

u(x)

看起来只是一个最大化问题。但要证明最优解存在，必须回答三个问题：可行集是否非空？

可行集是否阻止选择逃向无穷远或边界外？效用函数在极限点附近是否表现良好？

这些问题对应本章的核心概念：距离、收敛、闭性、有界性、紧致性和连续性。它们

不是数学装饰，而是最优选择存在性的结构条件。

4.2 距离与范数

定义 4.1 (度量). 集合 X 上的度量是函数 d : X ×X → R+，满足对任意 x, y, z ∈ X：

1. d(x, y) = 0 当且仅当 x = y；

2. d(x, y) = d(y, x)；

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)。

度量把“接近”变成数学对象。在经济学中，我们可能关心两个消费束是否接近、两

个价格向量是否接近、两个政策函数是否接近，或者两个分布是否接近。

定义 4.2 (范数). 向量空间上的范数是函数 ‖·‖ : V → R+，满足正定性、齐次性和三角不

等式。

在 Rn 中，常用欧氏范数

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

x2i

)1/2

.

37
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例 4.1 (消费束之间的距离). 两种商品消费束 x = (2, 1)、y = (5, 5) 的欧氏距离为

‖x− y‖2 =
√

(2− 5)2 + (1− 5)2 = 5.

若价格或政策变化使需求从 x 变到 y，距离给出变化幅度的数学度量。后面讨论需求连续

性时，说小的价格变化不应导致需求跳得很远，正是这种距离语言。

命题 4.1 (范数诱导度量). 若 ‖·‖ 是向量空间 V 上的范数，则

d(x, y) = ‖x− y‖

定义了 V 上的度量。

证明. 正定性来自 ‖x− y‖ = 0 当且仅当 x − y = 0，即 x = y。对称性来自 ‖x− y‖ =

‖−(y − x)‖ = ‖y − x‖。三角不等式来自

‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ .

4.3 开球、开集与闭集

定义 4.3 (开球). 在度量空间 (X, d) 中，以 x 为中心、半径 r > 0 的开球为

Br(x) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

定义 4.4 (开集). 集合 U ⊆ X 是开集，如果对任意 x ∈ U，存在 r > 0，使得 Br(x) ⊆ U。

定义 4.5 (闭集). 集合 F ⊆ X 是闭集，如果其补集 F c 是开集。

开集表示点周围仍有活动空间；闭集表示极限点没有被排除。预算集通常需要闭性，因

为若消费者可以用一列可行消费束逼近某个极限消费束，极限消费束也应当可行。

例 4.2 (开集和闭集的直接检验). 区间 (0, 1) 在 R 中是开集，因为任意 x ∈ (0, 1)，取

ε < min{x, 1− x},

则 (x− ε, x + ε) ⊂ (0, 1)。区间 [0, 1] 是闭集，因为它的补集 (−∞, 0) ∪ (1,∞) 是开集。这

个例子帮助区分“包含边界”和“每点附近有空间”。



4.4 序列与收敛 39

4.4 序列与收敛

定义 4.6 (收敛). 序列 (xk) 收敛到 x，若对任意 ε > 0，存在 K，使得当 k ≥ K 时，

d(xk, x) < ε.

记为 xk → x。

命题 4.2 (闭集的序列刻画). 在 Rn 中，集合 F 是闭的，当且仅当任意收敛序列 xk ∈ F 且

xk → x，都有 x ∈ F。

证明. 这里只给经济适用层面的证明思路。若 F 闭，则 F c 开。若 x /∈ F，则 x ∈ F c，存

在以 x 为中心的小球完全落在 F c 中，这与 xk ∈ F 且 xk → x 矛盾。反向则利用若 F c 不

是开集，可构造 F 中序列收敛到 F c 的点。

这个命题是经济分析中最常用的闭性直觉：可行选择的极限仍可行。

例 4.3 (预算集的闭性). 令 B = {x ∈ R2
+ : 2x1 + x2 ≤ 10}。若 xk ∈ B 且 xk → x，则由内

积连续性，

2x1 + x2 = lim
k
(2xk1 + xk2) ≤ 10.

同时 x ≥ 0，所以 x ∈ B。这就是预算集中可行消费束的极限仍可行。

4.5 有界性与紧致性

定义 4.7 (有界集). 集合 A ⊆ Rn 是有界的，如果存在 M > 0，使得对所有 x ∈ A，有

‖x‖ ≤M。

定义 4.8 (紧致性). 在 Rn 中，集合 K 是紧的，如果任意 K 中序列都有一个收敛子序列，

且其极限仍在 K 中。

有限维欧氏空间中的核心事实是：

定理 4.1 (Heine–Borel 定理，有限维版本). 在 Rn 中，集合紧致当且仅当它闭且有界。

本书不在此证明 Heine–Borel 的完整版本，但会反复使用其经济含义：闭性保证极限
不丢失，有界性保证选择不逃向无穷远，二者合起来给最优选择存在性创造条件。

例 4.4 (有界性为什么需要正价格). 预算集

B(p, w) = {x ≥ 0 : p · x ≤ w}
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若 p = (1, 0)，则商品 2 免费，任意 x2 都不增加支出，所以预算集无界。若 p � 0，每个

坐标都满足 xi ≤ w/pi，预算集才有界。正价格假设不是装饰，它防止消费者沿免费商品方

向逃向无穷远。

例 4.5 (紧致性为什么需要闭集). 集合 (0, 1) 有界但不紧。序列 xn = 1/n 全部在 (0, 1) 中，

并且收敛到 0，但 0 /∈ (0, 1)。所以集合内序列的极限可能逃出集合。最大值定理需要紧致

性，正是为了防止最优解逃到边界外。

4.6 连续性

定义 4.9 (连续性). 函数 f : X → Y 在点 x ∈ X 连续，如果对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使

得

dX(x, y) < δ =⇒ dY (f(x), f(y)) < ε.

若 f 在每一点连续，则称 f 连续。

命题 4.3 (连续函数保持收敛). 若 f : X → Y 在 x 连续，且 xk → x，则 f(xk) → f(x)。

证明. 给定 ε > 0。由连续性，存在 δ > 0，使得 dX(xk, x) < δ 蕴含 dY (f(xk), f(x)) < ε。

由 xk → x，存在 K，当 k ≥ K 时 dX(xk, x) < δ。因此 f(xk) → f(x)。

在消费者理论中，连续效用意味着如果一列消费束接近某个消费束，那么效用也接近

该消费束的效用。没有这个性质，最大化序列可能在极限处突然失去效用。

例 4.6 (连续效用保留极限效用). 设 u(x) =
√
x1 +

√
x2，并令 xk = (1 + 1/k, 4)。则

xk → (1, 4)，连续性给出

u(xk) → u(1, 4) = 1 + 2 = 3.

这说明当消费束逐渐接近某个极限时，效用不会突然跳到完全不同的数值。

例 4.7 (连续函数的闭集逆像). 令 f(x) = x2。集合 [0, 4] 是闭集，因此

f−1([0, 4]) = {x : x2 ≤ 4} = [−2, 2]

也是闭集。预算集、可行集和上等值集经常用这种逆像方式证明闭性。

4.7 Weierstrass 最大值定理
定理 4.2 (Weierstrass 最大值定理). 若 K ⊆ Rn 非空且紧致，f : K → R 连续，则存在
x∗ ∈ K，使得

f(x∗) ≥ f(x), ∀x ∈ K.
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证明. 令
M = sup{f(x) : x ∈ K}.

由上确界定义，存在序列 (xk) ⊆ K，使得 f(xk) → M。由于 K 紧致，存在收敛子序列

xkj → x∗ ∈ K。由连续性，

f(xkj) → f(x∗).

但 f(xkj) →M，所以 f(x∗) =M。因此 x∗ 是最大化点。

这个证明显示了每个假设的作用：非空性保证有选择对象；紧致性给最大化序列提供

收敛子序列和可行极限；连续性把目标函数值传递到极限。

4.8 消费者最优解存在

命题 4.4 (连续效用下的消费者最优解). 设 pi > 0 对所有 i 成立，w > 0，预算集为

B(p, w) = {x ∈ Rn
+ : p · x ≤ w}.

若 u : B(p, w) → R 连续，则消费者问题

max
x∈B(p,w)

u(x)

存在最优解。

证明. 预算集非空，因为 0 ∈ B(p, w)。它是闭集，因为由连续函数 x 7→ p · x 和闭区间
(−∞, w] 的逆像给出，并与闭集 Rn

+ 相交。它有界，因为 pixi ≤ w，所以 0 ≤ xi ≤ w/pi。

因此在 Rn 中，B(p, w) 闭且有界，从而紧致。由 Weierstrass 最大值定理，连续函数 u 在

B(p, w) 上达到最大值。

4.9 假设失败时会怎样

若可行集不闭，最优点可能在边界极限处但不属于可行集。若可行集无界，目标可能

沿某个方向越来越大。若效用不连续，最大化序列的极限可能不保留效用值。反例不是边

角料，而是理解定理假设的最好方式。

例 4.8 (不连续导致最优值跳跃). 定义

f(x) =

0, x < 0,

1, x ≥ 0.

当参数约束要求 x ≤ t 时，若 t < 0，最大值为 0；若 t ≥ 0，最大值为 1。参数 t 穿过 0 时
值函数跳跃。这说明连续性假设控制的是最优值和最优选择的稳定性。
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4.10 本章小结

本章建立了最优选择存在性的分析基础。距离和范数描述接近，闭性保留极限，有界

性阻止逃向无穷远，紧致性保证最大化序列有可行极限，连续性保证目标函数值传递到极

限。下一章将在此基础上研究参数变化下的最优选择，即最大值定理和经济对应。

4.11 Exercises

A 类：距离、范数与集合

习题 4.1. 计算 x = (1, 1) 与 y = (4, 5) 的欧氏距离。

习题 4.2. 计算 x = (3,−4) 的欧氏范数。

习题 4.3. 判断 (0, 1) 是否开，是否闭。

习题 4.4. 判断 [0, 1] 是否开，是否闭。

习题 4.5. 判断 [0,∞) 是否有界。

习题 4.6. 给出一个有界但不闭的集合。

习题 4.7. 给出一个闭但无界的集合。

B 类：收敛与闭性

习题 4.8. 证明 1/k → 0。

习题 4.9. 设 xk ∈ [0, 1] 且 xk → x。证明 x ∈ [0, 1]。

习题 4.10. 给出一个开集中的序列，其极限不属于该开集。

习题 4.11. 若 xk → x，证明 2xk + 1 → 2x+ 1。

习题 4.12. 解释闭性为什么对预算集有经济意义。

C 类：连续性

习题 4.13. 证明 f(x) = ax+ b 连续。

习题 4.14. 说明 f(x) = x2 为什么连续。

习题 4.15. 给出一个不连续函数的例子。

习题 4.16. 若效用函数不连续，最优解一定不存在吗？说明。

习题 4.17. 若效用函数连续，可行集非紧，最优解一定存在吗？说明。
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D 类：紧致性与最大值

习题 4.18. 判断 [0, 1] 在 R 中是否紧致。

习题 4.19. 判断 (0, 1) 在 R 中是否紧致。

习题 4.20. 判断 [0,∞) 在 R 中是否紧致。

习题 4.21. 求 u(x) = x(1− x) 在 [0, 1] 上的最大值。

习题 4.22. 说明 Weierstrass 最大值定理中紧致性的作用。

习题 4.23. 说明 Weierstrass 最大值定理中连续性的作用。

E 类：消费者问题

习题 4.24. 设 p = (2, 3)，w = 12。证明预算集有界。

习题 4.25. 设 pi > 0。证明 B(p, w) 非空。

习题 4.26. 设 pi > 0。证明 B(p, w) 有界。

习题 4.27. 为什么 B(p, w) 是闭集？

习题 4.28. 设 u(x) = x1 + x2，p = (1, 1)，w = 10。消费者最优解是否存在？

习题 4.29. 若某个商品价格为零，预算集可能不紧致。给出例子。

F 类：反例与综合

习题 4.30. 构造一个非空有界但不闭的可行集，使 u(x) = x 没有最大值。

习题 4.31. 构造一个闭但无界的可行集，使连续函数没有最大值。

习题 4.32. 构造一个紧致可行集和不连续函数，使最大值不存在。

习题 4.33. 用一句话解释“上确界不是最大值”。

习题 4.34. 总结消费者最优解存在需要哪些数学条件。

习题 4.35. 本章哪些概念将在 Ch04 最大值定理中继续使用？



44 第四章 度量、拓扑、连续与紧致

4.12 Solutions
本章题解请优先看清“哪个假设在发挥作用”。闭性用于保留极限，有界性用于防止逃

向无穷远，紧致性把二者合在一起，连续性把函数值传递到极限。

解答 4.1. 欧氏距离是两个向量差的欧氏范数。先算差：

x− y = (1− 4, 1− 5) = (−3,−4).

因此

‖x− y‖2 =
√

(1− 4)2 + (1− 5)2 = 5.

解答 4.2. 欧氏范数是向量到原点的距离：

‖x‖2 =
√

32 + (−4)2 = 5.

这个例子也说明范数非负，并且只有零向量的范数为 0。

解答 4.3. (0, 1) 是开集：对任意 x ∈ (0, 1)，可以取足够小的半径让小球仍落在 (0, 1) 内。

它不是闭集，因为序列 xk = 1/k ∈ (0, 1) 收敛到 0，但 0 /∈ (0, 1)。这说明它不包含所有极

限点。

解答 4.4. [0, 1] 是闭集，因为它包含自己的边界点，也可由补集 (−∞, 0) ∪ (1,∞) 是开集

看出。它不是开集，因为在端点 0 或 1 附近，任意小开球都会跑出 [0, 1]。

解答 4.5. 无界。证明无界时，要说明不存在统一上界：对任意给定 M > 0，取 x =M +1，

则 x ∈ [0,∞) 且 x > M。所以 [0,∞) 不可能被任何有限半径球包含。

解答 4.6. (0, 1) 有界但不闭。

解答 4.7. [0,∞) 闭但无界。

解答 4.8. 给定 ε > 0，取 K > 1/ε。当 k ≥ K，有 |1/k − 0| < ε。

解答 4.9. 这是用序列刻画闭集。若每个 xk ∈ [0, 1]，则

0 ≤ xk ≤ 1.

当 xk → x 时，不等式在极限下保持，得到

0 ≤ x ≤ 1.

所以 x ∈ [0, 1]。这说明 [0, 1] 包含其内部序列的极限。
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解答 4.10. 在 (0, 1) 中取 xk = 1/k，则 xk → 0，但 0 /∈ (0, 1)。

解答 4.11.
|2xk + 1− (2x+ 1)| = 2|xk − x| → 0.

解答 4.12. 闭性表示可行消费束的极限仍然可行。如果消费者可以用可行选择逼近某个消
费束，该极限不应被无故排除。

解答 4.13. 用 ε-定义证明。给定 ε > 0，若 a 6= 0，取

δ = ε/|a|.

当 |x− y| < δ 时，

|f(x)− f(y)| = |a||x− y| < |a|δ = ε.

若 a = 0，函数是常数，任意 δ > 0 都可。因此线性函数连续。

解答 4.14. 因为
|x2k − x2| = |xk − x||xk + x|,

当 xk → x 时，序列有界，所以乘积趋于 0。

解答 4.15. 例如

f(x) =

0, x < 0,

1, x ≥ 0.

在 0 处不连续。

解答 4.16. 不一定。例如在有限集合上，不连续的概念可能不造成失败；在某些紧集上不
连续函数仍可能碰巧达到最大值。但连续性是一般保证。

解答 4.17. 不一定。例如 u(x) = x 在 [0,∞) 上连续，但没有最大值。

解答 4.18. 是。它在 R 中闭且有界。

解答 4.19. 不是。它有界但不闭。

解答 4.20. 不是。它闭但无界。

解答 4.21.
u(x) = x(1− x)

在 [0, 1] 上最大值为 1/4，由 x = 1/2 达到。
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解答 4.22. 紧致性保证最大化序列有收敛子序列，且极限仍在可行集中。

解答 4.23. 连续性保证如果选择序列收敛，其目标函数值也收敛到极限点的目标函数值。

解答 4.24. 由 2x1 + 3x2 ≤ 12，得 x1 ≤ 6，x2 ≤ 4，所以有界。

解答 4.25. 零消费束 0 满足 p · 0 = 0 ≤ w，所以预算集非空。

解答 4.26. 由 pixi ≤ p · x ≤ w，得 xi ≤ w/pi，所以每个坐标有界。

解答 4.27. 它是连续函数 x 7→ p · x 对闭集 (−∞, w] 的逆像，与闭集 Rn
+ 的交。

解答 4.28. 存在。证明路径是：

正价格和有限财富⇒预算集非空、闭、有界⇒预算集紧致.

效用连续，所以由 Weierstrass 最大值定理，连续函数在非空紧集上达到最大值。因此消费
者最优解存在。

解答 4.29. 若 p = (1, 0)，预算集为 {(x1, x2) ∈ R2
+ : x1 ≤ w}，其中 x2 无上界，因此不紧

致。

解答 4.30. 取可行集 (0, 1)，效用 u(x) = x。上确界为 1，但最大值不存在。

解答 4.31. 取可行集 [0,∞)，效用 u(x) = x。函数连续，但没有最大值。

解答 4.32. 取 K = [0, 1]，令

u(x) = x (x < 1), u(1) = 0.

则上确界为 1，但没有点达到。

解答 4.33. 上确界是最小上界，可能不属于集合；最大值必须由集合中的某个点达到。

解答 4.34. 需要可行集非空、紧致，效用函数连续。对标准预算集，正价格和有限财富帮
助建立紧致性。

解答 4.35. 度量、收敛、闭性、紧致性、连续性和最优解存在性都会在 Ch04 的参数化选
择和最大值定理中继续使用。
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4.13 Computation Lab
例 4.9 (预算集盒子界). 给定 p = (2, 3)，w = 12，预算集满足

0 ≤ x1 ≤ 6, 0 ≤ x2 ≤ 4.

数值画图时，可以先在这个矩形网格中筛选满足 2x1 + 3x2 ≤ 12 的点。

例 4.10 (网格搜索与紧致性). 在紧致预算集上，可以用越来越细的网格近似最优解。例如
对 u(x1, x2) =

√
x1 +

√
x2，在预算三角形上枚举网格点，可以观察最优点的数值位置逐渐

稳定。

例 4.11 (非紧集上的失败). 若可行集为 (0, 1)，函数为 u(x) = x，网格搜索会找到越来越

接近 1 的点，但永远不会找到真正的最大点。这是数值层面对“上确界不是最大值”的直

观展示。
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5.1 从最优解存在到最优解如何变化

上一章回答了一个基本问题：在紧致可行集和连续目标函数下，最优解是否存在。本

章进一步问：当参数变化时，最优值和最优选择如何变化？

经济学中几乎所有选择问题都带参数。消费者问题的参数是价格和财富；企业问题的

参数是投入价格和产出价格；动态规划问题的参数是状态；资产定价问题的参数是状态价

格或随机贴现因子。因此，我们需要研究

max
y∈Γ(x)

f(x, y),

其中 x 是参数，y 是选择变量，Γ(x) 是参数 x 下的可行集合。

5.2 参数化最优化的三个对象

定义 5.1 (可行对应). 设 X 是参数空间，Y 是选择空间。对应 Γ : X ⇒ Y 称为可行对应，

如果 Γ(x) 表示参数 x 下所有可行选择。

定义 5.2 (值函数). 给定目标函数 f : X × Y → R 和可行对应 Γ，值函数定义为

v(x) = max
y∈Γ(x)

f(x, y),

只要最大值存在。

定义 5.3 (最优选择对应). 最优选择对应定义为

G(x) = arg max
y∈Γ(x)

f(x, y) = {y ∈ Γ(x) : f(x, y) = v(x)}.

值函数回答“最优值是多少”；最优选择对应回答“哪些选择达到最优值”。在经济学

中，间接效用函数、利润函数和 Bellman 值函数都是值函数；需求、供给和政策函数常常
是最优选择对应。

48
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例 5.1 (参数化二次目标). 令可行集 X = [0, 1]，目标函数

f(x, t) = −(x− t)2.

如果 t ∈ [0, 1]，最优解为 x∗(t) = t。如果 t > 1，最优解为 1；如果 t < 0，最优解为 0。因此

x∗(t) = min{1,max{0, t}}.

这个例子展示了最大值定理的直觉：紧致可行集和连续目标让最优解存在，并且参数变化

时最优解只是在区间上投影。

例 5.2 (值函数和最优对应分开看). 令

f(x, t) = −(x− t)2, x ∈ [0, 1].

当 t = 1/2 时，最优选择是 x∗ = 1/2，值函数值为 v(1/2) = 0。当 t = 2 时，最优选择是边

界 x∗ = 1，值函数值为 v(2) = −1。值函数记录最优目标值，最优对应记录达到该值的选

择，它们回答的是两个不同问题。

5.3 对应的连续性

函数连续性描述单值对象如何随参数变化。对应连续性则描述集合如何随参数变化。

定义 5.4 (上半连续). 对应 Γ : X ⇒ Y 在 x 上半连续，如果对任意包含 Γ(x) 的开集 V，

存在 x 的邻域 U，使得对所有 x′ ∈ U，有

Γ(x′) ⊆ V.

上半连续的直觉是：参数小变化时，可行集合不会突然冒出远处的新点。

定义 5.5 (下半连续). 对应 Γ : X ⇒ Y 在 x下半连续，如果对任意开集 V 满足 V ∩Γ(x) 6= ∅，
存在 x 的邻域 U，使得对所有 x′ ∈ U，

V ∩ Γ(x′) 6= ∅.

下半连续的直觉是：原来可行的点附近，在扰动后仍能找到相近的可行点。

定义 5.6 (连续对应). 若对应同时上半连续和下半连续，则称它连续。



50 第五章 最大值定理与参数化选择

5.4 闭图像与紧值性

定义 5.7 (紧值对应). 对应 Γ : X ⇒ Y 是紧值的，如果对每个 x ∈ X，Γ(x) 都是非空紧集。

定义 5.8 (闭图像). 对应 Γ 的图像为

Gr(Γ) = {(x, y) : y ∈ Γ(x)}.

如果 Gr(Γ) 是闭集，则称 Γ 有闭图像。

闭图像意味着：若 xk → x，yk → y，且 yk ∈ Γ(xk)，则 y ∈ Γ(x)。这正是参数化可行

性所需的极限稳定性。

例 5.3 (闭图像检验可行对应). 令 Γ(t) = [0, t]，定义在 t ∈ [0, 1] 上。若 tk → t、yk → y、

且 0 ≤ yk ≤ tk，取极限得到

0 ≤ y ≤ t.

所以 y ∈ Γ(t)，图像闭。经济上，这说明参数极限下的可行选择不会突然变成不可行。

命题 5.1 (闭图像的序列含义). 在有限维空间中，若 Γ 有闭图像，且 xk → x、yk → y、

yk ∈ Γ(xk)，则 y ∈ Γ(x)。

证明. 因为 (xk, yk) ∈ Gr(Γ)，且 (xk, yk) → (x, y)。闭图像意味着图像包含其收敛序列的极

限，因此 (x, y) ∈ Gr(Γ)，即 y ∈ Γ(x)。

5.5 Berge 最大值定理

定理 5.1 (Berge 最大值定理，经济适用版本). 设 X,Y ⊆ Rn 为有限维空间中的集合。若

目标函数 f : X × Y → R 连续，可行对应 Γ : X ⇒ Y 非空、紧值且连续，则：

1. 值函数
v(x) = max

y∈Γ(x)
f(x, y)

连续；

2. 最优选择对应
G(x) = arg max

y∈Γ(x)
f(x, y)

非空、紧值且上半连续。
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证明. 先证明非空性。对每个 x，Γ(x)非空紧致，且 f(x, ·)连续，所以由Weierstrass定理，
最大值存在，G(x) 6= ∅。

再说明值函数连续。令 xk → x。取 yk ∈ G(xk)。因为 Γ(x) 紧致，可取一个有界开集

U 包含 Γ(x)，且 U 仍为紧集。由上半连续性，对充分大的 k，有 Γ(xk) ⊆ U。因此除去有

限项后，(yk) 落在同一个紧集 U 中。有限维紧性给出收敛子序列 ykj → y，闭图像性质给

出 y ∈ Γ(x)。由连续性，

f(xkj , ykj) → f(x, y) ≤ v(x).

这给出上极限方向。下半连续性保证对任意 y∗ ∈ G(x)，可找到 y′k ∈ Γ(xk) 且 y′k → y∗，于

是

v(xk) ≥ f(xk, y
′
k) → f(x, y∗) = v(x),

给出下极限方向。因此 v(xk) → v(x)。

最后证明 G 上半连续。若 xk → x、yk ∈ G(xk)、yk → y，闭图像给出 y ∈ Γ(x)，连续

性给出

f(xk, yk) = v(xk) → v(x),

且 f(xk, yk) → f(x, y)，所以 f(x, y) = v(x)，即 y ∈ G(x)。因此最优选择不会在极限中跳

出最优集合。

这个证明保留了定理的经济逻辑：紧致性给收敛子序列，闭图像保留可行性，目标函

数连续保留目标值，下半连续避免原可行点在扰动后消失。

例 5.4 (下半连续失败的直觉). 令

Γ(t) =

{0}, t = 0,

{1}, t 6= 0.

在 t = 0 时，原来的可行点是 0，但当 t 轻微偏离 0 时，0 附近再也找不到可行点。因此下
半连续失败。若目标函数偏好 0，最优值会在 t = 0 附近突然变化。

例 5.5 (非紧可行集导致不存在最优解). 考虑

max
x∈(0,1)

x.

上确界是 1，但没有任何 x ∈ (0, 1) 达到它。若把可行集改成 [0, 1]，最大值由 x = 1 达到。

这就是为什么消费者问题里要证明预算集紧致。
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5.6 消费者需求对应

消费者问题可写为

max
x∈B(p,w)

u(x),

其中参数是 (p, w)，可行对应是

B(p, w) = {x ∈ Rn
+ : p · x ≤ w}.

若 pi > 0、w > 0，且效用 u 连续，则预算集非空紧致。因此需求对应

X(p, w) = arg max
x∈B(p,w)

u(x)

非空紧值。在适当参数域上，预算对应连续，因此由 Berge 定理，间接效用函数连续，需
求对应上半连续。

例 5.6 (价格变化下的需求稳定). 对 Cobb-Douglas u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 ，需求为

x1(p, w) =
w

2p1
, x2(p, w) =

w

2p2
.

只要 p1, p2 > 0，价格和财富小幅变化会使需求小幅变化。这个显式公式是 Berge 定理在光
滑单值情形下的具体表现。

这并不意味着需求一定是单值或连续函数。如果效用不严格凸，最优选择可能多值；如

果偏好有尖点，需求可能在某些价格处跳跃。但上半连续仍然排除了某些极端不稳定行为。

例 5.7 (Berge 定理的消费者版本). 设

B(p, w) = {x ≥ 0 : p · x ≤ w}

且 u 连续。若 p� 0，预算集非空紧致，并随 (p, w) 连续变化。最大值定理告诉我们：间

接效用

v(p, w) = max
x∈B(p,w)

u(x)

是连续的，需求对应是上半连续的。这是 Ch09 消费者理论的技术底座。

5.7 企业供给与利润函数

企业问题可以写为

π(p) = max
y∈Y

p · y,

其中 Y 是生产集合。若 Y 在相关范围内紧致，利润函数是值函数，供给对应是最优选择

对应。Berge定理说明，在可行集合和目标函数表现良好时，利润随价格连续变化，供给对
应不会突然出现远离原集合的新最优点。
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5.8 动态规划中的政策对应

动态规划中的 Bellman 问题常写为

V (s) = max
a∈Γ(s)

{r(s, a) + βV (g(s, a))}.

这里状态 s 是参数，行动 a 是选择变量，Γ(s) 是可行动作集合。Berge 定理解释了为什么
在适当条件下，政策对应

G(s) = arg max
a∈Γ(s)

{r(s, a) + βV (g(s, a))}

具有稳定性。这是数值动态规划中政策函数稳定和可计算的基础。

5.9 假设失败的反例

若可行集合不紧，最大值可能不存在。若目标函数不连续，值函数可能不连续，甚至

最大值不存在。若可行对应不连续，参数轻微变化可能导致可行选择突然消失或突然出现。

Berge 定理的假设正是为了排除这些失败。

例 5.8 (最优对应的多值). 令 X = [−1, 1]，目标 g(x) = 0。每个 x ∈ [−1, 1] 都最优，最优

对应为整个区间。最大值定理允许多值最优对应；这正是后面 Kakutani定理需要对应语言
的原因。

5.10 本章小结

本章把最优化从“固定可行集”推进到“参数化可行对应”。Berge 最大值定理说明，
在连续目标函数和连续紧值可行对应下，值函数连续，最优选择对应非空紧值且上半连续。

这个结果将在消费者理论、企业理论、一般均衡、博弈论和动态规划中反复使用。

5.11 Exercises

A 类：基本对象

习题 5.1. 给定 Γ(t) = [0, t]，f(t, x) = x2，t > 0。求值函数和最优选择对应。

习题 5.2. 给定 Γ(t) = [−t, t]，f(t, x) = −x2，t > 0。求 G(t)。

习题 5.3. 给定 Γ(t) = [0, 1]，f(t, x) = tx。当 t > 0、t = 0、t < 0 时分别求 G(t)。
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习题 5.4. 解释值函数和最优选择对应的区别。

习题 5.5. 为什么最优选择对应可能多值？

B 类：对应连续性

习题 5.6. 设 Γ(t) = [0, t]，t > 0。直观说明它是连续对应。

习题 5.7. 设 Γ(t) = [0, 1] 若 t = 0，Γ(t) = {0} 若 t 6= 0。它在 0 是否上半连续？

习题 5.8. 上一题中的对应在 0 是否下半连续？

习题 5.9. 解释上半连续的经济含义。

习题 5.10. 解释下半连续的经济含义。

C 类：Berge 定理

习题 5.11. 陈述 Berge 最大值定理的两个主要结论。

习题 5.12. 在 Berge 定理中，紧值性起什么作用？

习题 5.13. 在 Berge 定理中，目标函数连续性起什么作用？

习题 5.14. 为什么下半连续性有助于证明值函数下半连续？

习题 5.15. 为什么最优选择对应通常只能保证上半连续，而不一定连续？

D 类：消费者与企业

习题 5.16. 设 pi > 0，证明预算集 B(p, w) 非空。

习题 5.17. 设 pi > 0，证明预算集 B(p, w) 有界。

习题 5.18. 若效用连续，说明需求对应非空。

习题 5.19. 在线性效用和相同价格下，给出需求多值的例子。

习题 5.20. 企业利润函数为什么可以看成值函数？
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E 类：反例

习题 5.21. 构造可行集不紧导致最大值不存在的例子。

习题 5.22. 构造目标函数不连续导致最大值不存在的例子。

习题 5.23. 构造最优选择多值但值函数连续的例子。

习题 5.24. 构造值函数不连续的例子。

习题 5.25. 解释为什么“最大值存在”不等于“最优选择连续”。

F 类：动态与综合

习题 5.26. 在动态规划中，状态、行动、可行对应、回报函数分别对应什么？

习题 5.27. 设 Γ(s) = [0, s]，r(s, a) =
√
s− a。解释政策对应的含义。

习题 5.28. 为什么数值动态规划需要政策对应稳定？

习题 5.29. 本章哪些内容会在 Ch09 消费者理论中再次出现？

习题 5.30. 本章哪些内容会在 Ch25 动态规划中再次出现？

习题 5.31. 总结 Berge 定理中每个假设的经济含义。

5.12 Solutions
本章题解的主线是参数化最优化。做题时先识别参数、选择变量、可行对应和值函数，

再判断紧值性、连续性、上半连续或下半连续分别用于哪一步。

解答 5.1. 先识别参数和选择变量：t 是参数，x ∈ [0, t] 是选择变量。由于 x2 在 x ≥ 0 上

单调递增，区间 [0, t] 中最大的 x 是 t，所以最大值在 x = t 取得。因此

v(t) = t2, G(t) = {t}.

这个例子中最优选择是单值的，并且随参数连续变化。

解答 5.2. 目标函数 −x2 离 0越远越小。只要可行集中包含 0，最大值就在 x = 0取得。因

此

G(t) = {0}.

注意这里最优选择不一定随 t 变化；参数改变了可行集上界，但没有改变最优点。
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解答 5.3. 选择变量在 [0, 1]，目标是线性函数 tx。分三种情况：

t > 0 : tx 随x 增大，故G(t) = {1};

t = 0 : tx = 0 对所有x 相同，故G(0) = [0, 1];

t < 0 : tx 随x 增大而下降，故G(t) = {0}.

这个例子展示了最优对应可能在某个参数点变成多值。

解答 5.4. 值函数回答“最优值是多少”：

v(x) = max
y∈Γ(x)

f(x, y).

最优选择对应回答“哪些选择达到这个最优值”：

G(x) = {y ∈ Γ(x) : f(x, y) = v(x)}.

一个是数值对象，一个是集合对象。经济学中，间接效用是值函数，需求是最优选择对应。

解答 5.5. 如果多个可行选择产生同样的最高目标值，最优选择就是一个集合而不是单个
点。

解答 5.6. 当 t 小幅变化时，区间端点也小幅变化，既不会突然出现远处点，也不会让原来

内部点突然消失，因此直观上连续。

解答 5.7. 若题目问“是否连续”，答案是否定的，因为下半连续失败。直观看，t = 0 时

Γ(0) = [0, 1]，但 t 6= 0 时 Γ(t) = {0}。原来在 Γ(0) 中靠近 1/2 的可行点，在 t 6= 0 后找不

到相近点。

需要小心：这个对应在 0 处并不因“突然冒出远点”而失败；失败的是下半连续，不

是上半连续。

解答 5.8. 不下半连续。取开集 V 为 1/2 附近的小邻域，则 V ∩ Γ(0) 6= ∅，但对 t 6= 0，

Γ(t) = {0}，与 V 不相交。

解答 5.9. 上半连续表示参数小变化时，可行或最优集合不会突然冒出远离原集合的新选
择。

解答 5.10. 下半连续表示原来可行的选择附近，在参数小变化后仍能找到相近可行选择。

解答 5.11. 主要结论是：值函数连续；最优选择对应非空、紧值且上半连续。
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解答 5.12. 紧值性有两个作用。第一，对每个固定参数 x，Γ(x) 紧致，连续目标函数才能

在其上达到最大值。第二，在证明参数序列 xk → x 时，紧性提供最优选择序列的收敛子

序列。没有紧性，最优点可能逃向无穷远，值函数和最优对应都难以控制。

解答 5.13. 连续性保证选择和参数取极限时，目标函数值也正确收敛。

解答 5.14. 下半连续保证原参数下的可行点在邻近参数下可被近似，从而防止值函数突然
下降。

解答 5.15. 因为最优点可能从单点变成多个点，或多个分支合并。集合稳定性通常只能给
上半连续，不能保证单值连续。

解答 5.16. 零消费束满足 p · 0 = 0 ≤ w，所以预算集非空。

解答 5.17. 由 pixi ≤ p · x ≤ w，得 xi ≤ w/pi，所以有界。

解答 5.18. 证明需求对应非空分三步。第一，预算集非空，因为零消费可行。第二，若 p� 0，

预算集闭且有界，因此紧致。第三，效用连续，所以由 Weierstrass 定理，效用在预算集上
达到最大值。因此

X(p, w) = arg max
x∈B(p,w)

u(x)

非空。

解答 5.19. 若 u(x1, x2) = x1 + x2，p = (1, 1)，w = 1，则所有满足 x1 + x2 = 1 的消费束都

最优。

解答 5.20. 利润函数把价格参数映射为在生产集合上可达到的最大利润，因此是参数化最
大化问题的值函数。

解答 5.21. 这是“可行集不紧”导致失败的反例。取 Γ = (0, 1)，f(x) = x。上确界为 1，但

1 /∈ (0, 1)，所以没有可行点达到最大值。它说明有上确界不等于有最大值。

解答 5.22. 这是“目标函数不连续”导致失败的反例。取 Γ = [0, 1]，定义

f(x) = x (x < 1), f(1) = 0.

虽然可行集紧致，但当 x→ 1 且 x < 1 时，函数值趋近 1；然而 x = 1 处函数值跳到 0。上
确界为 1，但没有点达到。因此连续性不可省略。

解答 5.23. 取 Γ = [0, 1]，f(x) = 0。值函数恒为 0，最优选择为整个区间。

解答 5.24. 设 Γ(t) = {0}，f(t, 0) = 1 若 t = 0，否则 f(t, 0) = 0。值函数在 0 不连续，因

为目标函数不连续。
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解答 5.25. 最大值存在只说明每个参数下至少有最优点；最优选择连续还要求这些最优点
随参数稳定变化。

解答 5.26. 状态是参数 s，行动是选择 a，可行对应是 Γ(s)，回报函数是 r(s, a) 加上未来

价值项。

解答 5.27. 政策对应给定状态 s 时所有最优行动 a 的集合，例如最优储蓄或投资。

解答 5.28. 如果政策对应不稳定，网格扰动或状态近似可能导致最优政策大幅跳动，数值
结果难以解释。

解答 5.29. 预算对应、需求对应、间接效用函数、非空紧值和上半连续会在消费者理论中
再次出现。

解答 5.30. 状态、可行行动对应、值函数、政策对应和最大值定理会在动态规划中再次出
现。

解答 5.31. 非空性保证有选择；紧值性保证最优点和极限；连续目标保证目标值稳定；上
半连续防止新远点突然出现；下半连续防止旧可行点突然消失。

5.13 Computation Lab
例 5.9 (网格上的值函数). 设 Γ(t) = [0, t]，f(t, x) = −(x− t/2)2。在一组 t 网格上，对每

个 t 枚举 x ∈ [0, t]，可近似计算值函数和最优选择。

例 5.10 (多值最优的数值识别). 若目标函数在一段区间上完全相同，网格搜索会返回多个
最优点。数值程序不应强行假设最优选择单值。

例 5.11 (需求对应的网格近似). 对两商品 Cobb–Douglas 或线性效用，可在预算三角形上
枚举消费点，观察价格变化时最优点如何移动。线性效用在相同价格处会显示多值需求。
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6.1 为什么经济学需要可微方法

前几章强调存在性和连续性：最优解是否存在、最优集合是否稳定。本章转向另一个

问题：如果最优解存在，如何刻画它？如果价格、收入、税率或技术参数变化，最优选择

和最优值如何变化？

可微方法给出局部信息。梯度刻画边际变化，Hessian刻画曲率，Jacobian刻画多方程
系统的局部线性化，隐函数定理说明方程组何时定义出局部函数，包络定理说明值函数的

参数导数可以在最优点处直接计算。

6.2 偏导数、梯度与全微分

定义 6.1 (偏导数). 设 f : Rn → R。若极限

∂f

∂xi
(x) = lim

h→0

f(x+ hei)− f(x)

h

存在，则称它为 f 关于第 i 个变量的偏导数。

定义 6.2 (梯度). 若所有偏导数存在，梯度定义为

∇f(x) =


∂f/∂x1

...
∂f/∂xn

 .

梯度给出函数在各坐标方向上的边际变化。若 f 是效用函数，∂f/∂xi 是商品 i的边际

效用；若 f 是生产函数，偏导数是边际产出。

定义 6.3 (全微分). 若 f 在 x 可微，则小变化 dx 下，

df ≈ ∇f(x)⊤dx.

59
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全微分是比较静态的基本语言：参数小变动如何传导到目标函数或约束。

例 6.1 (梯度给出边际效用). 设 u(x1, x2) = x
1/2
1 x

1/2
2 。梯度为

∇u(x) =

(
1
2
x
−1/2
1 x

1/2
2

1
2
x
1/2
1 x

−1/2
2

)
.

在 x = (4, 1) 处，

∇u(4, 1) =

(
1/4

1

)
.

第二种商品的边际效用更高，因为它相对稀缺。

6.3 Jacobian 与 Hessian

定义 6.4 (Jacobian). 设 F : Rn → Rm，F = (F1, . . . , Fm)。Jacobian 矩阵为

DF (x) =


∂F1/∂x1 · · · ∂F1/∂xn

... . . . ...
∂Fm/∂x1 · · · ∂Fm/∂xn

 .

定义 6.5 (Hessian). 若 f : Rn → R 二阶可微，其 Hessian 为

D2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
ij

.

Jacobian 用于多方程系统和隐函数定理；Hessian 用于二阶条件、凹凸性和局部近似。

例 6.2 (Hessian 读出曲率). 设

f(x1, x2) = −(x21 + 2x22).

则

D2f =

(
−2 0

0 −4

)
.

Hessian 负定，所以 f 严格凹。若这是利润函数的局部二次近似，一阶条件给出的点就是

局部最大点。
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6.4 无约束最优化

考虑

max
x∈Rn

f(x).

若 x∗ 是内点局部最优，且 f 可微，则一阶必要条件为

∇f(x∗) = 0.

命题 6.1 (凹函数的一阶条件充分性). 若 f : Rn → R可微且凹，且存在 x∗满足∇f(x∗) = 0，

则 x∗ 是全局最大化点。

证明. 凹函数的一阶性质给出对任意 x，

f(x) ≤ f(x∗) +∇f(x∗)⊤(x− x∗).

由于 ∇f(x∗) = 0，得到 f(x) ≤ f(x∗)。因此 x∗ 全局最优。

例 6.3 (二阶条件识别最大值). 令

f(x) = 10x− x2.

一阶条件为 10− 2x = 0，所以 x∗ = 5。二阶导数 f ′′(x) = −2 < 0，说明函数严格凹，这个

临界点是全局最大点。若二阶导数为正，同样的一阶条件会给出最小点而非最大点。

6.5 约束问题与拉格朗日一阶条件入口

考虑等式约束问题

max
x

f(x) s.t. g(x) = 0.

拉格朗日函数为

L(x, λ) = f(x) + λg(x).

一阶条件写为

∇xL(x∗, λ∗) = 0, g(x∗) = 0.

本章只建立可微直觉；KKT 和一般约束优化将在后续优化章节系统处理。
经济解释是：最优点处，目标函数的边际变化必须能由约束的边际变化解释。乘子 λ

衡量放松约束的边际价值。
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6.6 隐函数定理

经济学经常通过方程定义变量。例如市场清算方程

F (p, θ) = 0

可能隐含地定义均衡价格 p(θ)。隐函数定理告诉我们何时可以这样做。

定理 6.1 (隐函数定理，一维版本). 设 F : R2 → R 连续可微，且在 (x0, y0) 满足

F (x0, y0) = 0, Fy(x0, y0) 6= 0.

则在 (x0, y0) 附近，方程 F (x, y) = 0 可以唯一地写成 y = φ(x)，且

φ′(x0) = −Fx(x0, y0)
Fy(x0, y0)

.

公式的经济含义是：若方程对内生变量 y 的边际反应不为零，那么参数 x 的变化可以

通过调整 y 来维持方程成立。

例 6.4 (市场清算中的隐函数). 设市场清算方程为

F (p, t) = 10− p+ t− 2p = 0.

这里 t 是需求冲击，p 是内生价格。因为 Fp = −3 6= 0，可以在局部把价格写成 p(t)。由隐

函数公式，
dp

dt
= −Ft

Fp
= − 1

−3
=

1

3
.

需求冲击上升会提高均衡价格。

例 6.5 (隐函数的手算). 方程

F (x, t) = x2 + t− 4 = 0

在点 (x, t) = (2, 0) 附近可以把 x 写成 x(t)，因为 Fx = 2x = 4 6= 0。对方程全微分：

2x dx+ dt = 0,

所以
dx

dt
= − 1

2x
.

在 x = 2 时，dx/dt = −1/4。参数 t 上升会降低满足方程的 x。
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6.7 比较静态

设一阶条件为

F (x, θ) = 0,

其中 x 是最优选择，θ 是参数。若 Fx 6= 0，则

dx

dθ
= −Fθ

Fx
.

这就是比较静态的基本公式。

在多维情形中，若 Fx 是可逆矩阵，则

dx

dθ
= −(Fx)

−1Fθ.

这个表达式解释了为什么 Jacobian 的非奇异性在经济理论中如此重要。

例 6.6 (税率比较静态). 设劳动供给的一阶条件可写为

F (ℓ, τ ) = 1− ℓ− (1− τ)w = 0.

其中 τ 是税率。由隐函数公式，

dℓ

dτ
= −Fτ

Fℓ
= − w

−1
= w.

在这个简单设定中，税率上升使方程中的税后工资下降，为保持一阶条件，ℓ 按 w 的速度

调整。真实模型的符号取决于变量定义，但计算路线相同。

例 6.7 (消费者一阶条件的比较静态). 最大化

logx1 + logx2 s.t. p1x1 + p2x2 = w.

一阶条件给出
1

x1
= λp1,

1

x2
= λp2.

结合预算约束得

x∗1 =
w

2p1
, x∗2 =

w

2p2
.

因此 ∂x∗1/∂p1 = −w/(2p21) < 0。可微方法在这里直接给出价格变化的方向和大小。
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6.8 包络定理

考虑参数化问题

v(θ) = max
x

f(x, θ),

设最优解为 x∗(θ)。直接求导会得到

dv

dθ
= fx(x

∗(θ), θ)
dx∗

dθ
+ fθ(x

∗(θ), θ).

若 x∗(θ) 是内点最优，fx(x
∗(θ), θ) = 0，所以

v′(θ) = fθ(x
∗(θ), θ).

定理 6.2 (包络定理，内点版本). 设 f 连续可微，且 x∗(θ) 是内点最优并随 θ 可微。若一

阶条件 fx(x
∗(θ), θ) = 0 成立，则

v′(θ) = fθ(x
∗(θ), θ).

证明. 由链式法则，
v′(θ) = fx(x

∗(θ), θ)x∗′(θ) + fθ(x
∗(θ), θ).

一阶条件使第一项为零，故结论成立。

包络定理的核心信息是：最优值对参数的边际变化不需要计算最优选择如何变化，只

需在最优点处对参数直接求偏导。

例 6.8 (包络定理避免求导最优解). 设

V (a) = max
x

{ax− x2}.

最优解由一阶条件 a− 2x = 0得 x∗ = a/2。直接代入可得 V (a) = a2/4，所以 V ′(a) = a/2。

包络定理给出更快的方法：

V ′(a) =
∂

∂a
(ax− x2)

∣∣∣∣
x=x∗

= x∗ =
a

2
.

关键是对参数求导时，不需要再乘上 dx∗/da，因为最优点的一阶条件已经消掉那部分。

6.9 经济应用：Shephard 与 Hotelling 的共同结构
成本函数

c(w, y) = min
x
w · x s.t. f(x) ≥ y
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是一个值函数。Shephard 引理说，在适当条件下，
∂c(w, y)

∂wi
= x∗i (w, y).

利润函数

π(p, w) = max
y

{py − c(w, y)}

也是值函数。Hotelling 引理说，利润函数对价格的导数给出供给。
这些结果不是彼此孤立的技巧，而是包络定理在不同经济问题中的表现。

6.10 本章小结

本章建立了经济比较静态的可微工具。梯度和 Hessian 刻画边际和曲率；Jacobian 刻
画多方程系统的局部结构；隐函数定理说明内生变量如何随参数变化；包络定理说明最优

值的参数导数可以忽略最优选择的间接变化。后续优化、消费者理论、生产理论和动态规

划都会反复使用这些方法。

6.11 Exercises

A 类：导数计算

习题 6.1. 计算 f(x, y) = x2 + xy + y2 的梯度。

习题 6.2. 计算 f(x, y) = logx+ log y 的梯度。

习题 6.3. 计算 f(x, y) = x3 + 2xy 的 Hessian。

习题 6.4. 设 F (x, y) = (x+ y, xy)。求 Jacobian。

习题 6.5. 计算 f(x) = ax− bx2 的一阶条件。

B 类：最优化

习题 6.6. 最大化 f(x) = −(x− 3)2 + 5。求最优解和值函数。

习题 6.7. 最大化 f(x) = logx− 2x，x > 0。求最优解。

习题 6.8. 判断 f(x, y) = −(x2 + y2) 是否凹，并求最大化点。

习题 6.9. 设 f(x, y) = x1/2y1/2。计算边际效用。

习题 6.10. 解释 Hessian 负定和局部最大值的关系。
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C 类：隐函数

习题 6.11. 设 F (x, y) = y + x2 − 1 = 0。求 dy/dx。

习题 6.12. 设 F (p, θ) = θ − p2 = 0，p > 0。求 dp/dθ。

习题 6.13. 什么时候隐函数定理不能直接使用？

习题 6.14. 解释 Fy 6= 0 的经济含义。

习题 6.15. 用隐函数公式推导市场清算价格对需求参数的反应。

D 类：包络定理

习题 6.16. 设 v(a) = maxx{ax− x2}。直接求出 v(a)，并验证包络定理。

习题 6.17. 设 v(a) = maxx>0{a logx− x}，a > 0。求 v′(a)。

习题 6.18. 解释为什么包络定理中不需要计算 x∗′(θ)。

习题 6.19. 在成本函数中，为什么成本对工资的导数等于条件要素需求？

习题 6.20. 在利润函数中，为什么利润对价格的导数等于供给？

E 类：经济应用

习题 6.21. 写出 Cobb–Douglas 效用 u = xα1x
1−α
2 的一阶条件直觉。

习题 6.22. 给出一个税率变化影响劳动供给的一阶条件表达。

习题 6.23. 设企业利润为 pf(l)− wl。写出劳动需求的一阶条件。

习题 6.24. 设资产组合问题为 maxw µ⊤w − γ
2
w⊤Σw。求一阶条件。

习题 6.25. 解释比较静态和因果效应的区别。

F 类：综合

习题 6.26. 比较 Berge 最大值定理和包络定理的关注点。

习题 6.27. 为什么可微方法通常只给局部结论？

习题 6.28. 说明隐函数定理、Jacobian 和均衡唯一性之间的联系。

习题 6.29. 说明包络定理为什么是经济学中反复出现的工具。

习题 6.30. 本章哪些内容将在消费者理论和生产理论中再次出现？

习题 6.31. 本章哪些内容将在动态规划中再次出现？
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6.12 Solutions

本章题解的主线是“边际条件”。计算题要先写一阶条件，再检查二阶条件或凹性；比

较静态题要明确谁是内生变量、谁是参数；包络题要区分最优值变化和最优选择变化。

解答 6.1. 逐项求偏导。对 x 求偏导时，把 y 当常数：

∂

∂x
(x2 + xy + y2) = 2x+ y.

对 y 求偏导时，把 x 当常数：

∂

∂y
(x2 + xy + y2) = x+ 2y.

因此

∇f = (2x+ y, x+ 2y)⊤.

解答 6.2. 这是对数函数的梯度。因为 ∂ logx/∂x = 1/x，所以

∇f = (1/x, 1/y)⊤.

定义域需要 x > 0, y > 0，否则 log 无定义。

解答 6.3.

D2f =

(
6x 2

2 0

)
.

解答 6.4.

DF =

(
1 1

y x

)
.

解答 6.5. 先写一阶条件，再解方程：

f ′(x) = a− 2bx = 0, x∗ =
a

2b

若 b > 0。此时二阶导数 f ′′(x) = −2b < 0，目标函数严格凹，所以该临界点是全局最大点。

解答 6.6. 若目标是类似 f(x) = 5− (x− 3)2，平方项总是非负，且在 x = 3 时为 0。因此
函数最大点为 x = 3，最大值为

f(3) = 5.

这种“配方”方法常比直接求导更快。
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解答 6.7. 先写一阶条件：
f ′(x) = 1/x− 2 = 0

所以 x∗ = 1/2。再看二阶导数：

f ′′(x) = −1/x2 < 0.

因此目标函数严格凹，x∗ = 1/2 是全局最大点。

解答 6.8. 它是严格凹函数，最大化点为 (0, 0)。

解答 6.9.
∂u

∂x
=

1

2
x−1/2y1/2,

∂u

∂y
=

1

2
x1/2y−1/2.

解答 6.10. 若 Hessian 负定，目标函数在该点附近向所有方向弯曲向下，因此满足一阶条
件的点是严格局部最大值。

解答 6.11. 方程 F (x, y) = 0 隐含 y 关于 x 的函数时，用公式

dy

dx
= −Fx

Fy
.

这里

Fx = 2x, Fy = 1, dy/dx = −2x.

因为 Fy 6= 0，局部可以把 y 写成 x 的函数。

解答 6.12. 先区分内生变量和参数：p 是内生变量，θ 是参数。由隐函数公式
dp

dθ
= −Fθ

Fp
.

这里

Fp = −2p, Fθ = 1, dp/dθ = −Fθ/Fp =
1

2p
.

只要 p 6= 0，这个比较静态有效。

解答 6.13. 当相关 Jacobian对内生变量不可逆，或函数不连续可微，或局部唯一性失败时，
不能直接使用。

解答 6.14. 它表示方程对内生变量有非零边际反应，因此可以通过调整内生变量抵消参数
变化。

解答 6.15. 若 F (p, θ) = D(p, θ)− S(p) = 0，则

dp

dθ
= −Fθ

Fp
.
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解答 6.16. 先求最优选择。一阶条件为

a− 2x = 0,

所以

x∗(a) = a/2.

代回目标函数：

v(a) = a(a/2)− (a/2)2 = a2/4.

因此

v′(a) = a/2 = x∗(a).

这与包络定理一致：值函数对参数 a 的导数等于最优点处 ∂(ax− x2)/∂a = x∗。

解答 6.17. 一阶条件为 a/x− 1 = 0，所以 x∗ = a。包络定理给出

v′(a) = logx∗ = log a.

解答 6.18. 值函数是
v(θ) = f(x∗(θ), θ).

直接求导会得到

v′(θ) = fx(x
∗(θ), θ)x∗′(θ) + fθ(x

∗(θ), θ).

在内点最优下，一阶条件给出 fx(x
∗(θ), θ) = 0，所以第一项消失。包络定理的核心就是：不

需要先求 x∗′(θ)，也能得到最优值的一阶变化。

解答 6.19. 工资上升一点时，按原最优投入计划，成本增加约为该投入数量乘以工资变化；
最优调整的一阶影响由包络定理消去。

解答 6.20. 价格上升一点时，按原最优产量，收入和利润增加约为产量乘以价格变化；产
量调整的一阶影响被包络定理消去。

解答 6.21. 内点最优下，边际替代率等于价格比：

MU1

MU2

=
p1
p2
.

解答 6.22. 若消费和闲暇选择的一阶条件写为 F (l, τ ) = 0，税率影响为

dl

dτ
= −Fτ

Fl
.
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解答 6.23.
pf ′(l)− w = 0.

劳动的边际收益产品等于工资。

解答 6.24.
µ− γΣw = 0,

若 Σ 可逆，则 w∗ = 1
γ
Σ−1µ。

解答 6.25. 比较静态是在模型内部研究参数变化下均衡或最优选择如何变化；因果效应涉
及现实数据中干预和反事实识别。

解答 6.26. Berge 定理关注最优值和最优选择是否连续稳定；包络定理关注最优值对参数
的边际导数。

解答 6.27. 导数描述的是某点附近的一阶或二阶近似，因此通常提供局部性质。全局结论
还需要凹性、凸性或紧致性等额外条件。

解答 6.28. 均衡方程的 Jacobian若对内生变量非奇异，隐函数定理给出局部唯一的均衡函
数，并可计算比较静态。

解答 6.29. 许多经济对象都是值函数：间接效用、支出函数、成本函数、利润函数、Bellman
值函数。包络定理统一处理它们的参数导数。

解答 6.30. 边际效用、MRS、Hessian、约束一阶条件、Shephard 引理和 Hotelling 引理都
会再次出现。

解答 6.31. Bellman 方程的一阶条件、政策函数比较静态和包络条件都会在动态规划中再
次出现。

6.13 Computation Lab
例 6.9 (有限差分检查包络定理). 对

v(a) = max
x

{ax− x2}

可先解析得到 v(a) = a2/4。数值上取小步长 h，比较

v(a+ h)− v(a)

h

与包络公式 x∗(a) = a/2。



6.13 COMPUTATION LAB 71

例 6.10 (隐函数比较静态). 给定市场清算方程 F (p, θ) = θ− 2p = 0，数值上可对不同 θ 解

出 p = θ/2，再用斜率估计验证 dp/dθ = 1/2。

例 6.11 (Hessian 与局部曲率). 对二次函数

f(x) = µ⊤x− γ

2
x⊤Σx,

Hessian 为 −γΣ。若 Σ 正定，则目标严格凹，数值优化具有唯一解。
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7.1 为什么凸性是经济学的几何核心

凸性是经济学中最有力量的结构假设之一。消费者偏好凸，表示平均化的消费束不比

极端消费束差；生产集合凸，表示技术可以混合；可行配置集合凸，价格就可能支持有效

配置；资产收益集合凸，分离思想可以把无套利和正定价联系起来。

本章的目标是建立一个共同视角：

凸性 −→支撑与分离 −→价格、对偶与无套利.

7.2 凸集与凸组合

定义 7.1 (凸组合). 给定点 x1, . . . , xm ∈ Rn，若 λi ≥ 0 且
∑m

i=1 λi = 1，则

m∑
i=1

λixi

称为这些点的凸组合。

定义 7.2 (凸集). 集合 C ⊆ Rn 是凸的，如果对任意 x, y ∈ C 和任意 λ ∈ [0, 1]，都有

λx+ (1− λ)y ∈ C.

凸集的经济含义是：如果两个选择都可行，那么它们的混合也可行。消费集合 Rn
+、预

算集、许多生产集合和随机化策略集合都是凸集。

例 7.1 (检验预算集凸性). 预算集

B = {x ∈ R2
+ : p1x1 + p2x2 ≤ w}

是凸的。若 x, y ∈ B，则对 λ ∈ [0, 1]，

p · (λx+ (1− λ)y) = λp · x+ (1− λ)p · y ≤ w.

72
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非负性也被凸组合保持，所以混合消费束仍可行。经济上，这表示两个可负担消费计划的

平均也可负担。

定义 7.3 (凸包). 集合 A 的凸包 co(A) 是包含 A 的最小凸集；等价地，它由 A 中有限多

个点的所有凸组合构成。

例 7.2 (凸包表示混合策略). 设一个企业只有两种纯行动：不投资 a0 = 0 和投资 a1 = 1。

若允许随机化，则可选择投资概率 λ ∈ [0, 1]，平均行动为

λa1 + (1− λ)a0 = λ.

因此纯行动集合 {0, 1} 的凸包是整个区间 [0, 1]。经济上，凸包把“只能二选一”的离散选

择扩展成“可以按概率混合”的可行选择集。

7.3 凸锥与价格方向

定义 7.4 (锥). 集合 K ⊆ Rn 是锥，如果对任意 x ∈ K 和 α ≥ 0，都有 αx ∈ K。

定义 7.5 (凸锥). 若 K 同时是锥和凸集，则称为凸锥。

金融中的可达收益集合常常形成锥：如果某个套利收益可以实现，那么任意正倍数也

可以实现。生产理论中的可扩张技术也常与锥相关。

定义 7.6 (对偶锥). 给定锥 K ⊆ Rn，其对偶锥为

K∗ = {p ∈ Rn : p · x ≥ 0, ∀x ∈ K}.

对偶锥中的向量可以理解为对所有可行方向都非负评价的价格或泛函。

例 7.3 (对偶锥中的价格). 令 K = R2
+。若 p ∈ K∗，则要求

p · x ≥ 0, ∀x ∈ R2
+.

分别取 x = (1, 0) 和 x = (0, 1)，得到 p1 ≥ 0、p2 ≥ 0。反过来，只要 p ≥ 0，它对所有非负

向量的评价都非负。因此 (R2
+)

∗ = R2
+。这说明在只允许“增加商品”的方向上，非负价格

正是不会把可行增量评价为负的价格。
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7.4 凸函数与凹函数

定义 7.7 (凸函数). 函数 f : C → R在凸集 C 上是凸的，如果对任意 x, y ∈ C 和 λ ∈ [0, 1]，

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

定义 7.8 (凹函数). 函数 f 是凹的，如果 −f 是凸的。

经济学中，效用函数常假设凹，表示边际效用递减和偏好凸；成本函数常是凸的，表

示边际成本不下降；利润最大化和效用最大化中的凹性帮助一阶条件成为充分条件。

定理 7.1 (Jensen 不等式，有限形式). 若 f 是凸函数，λi ≥ 0，
∑

i λi = 1，则

f

(∑
i

λixi

)
≤
∑
i

λif(xi).

证明. 对两个点的情形，这正是凸函数定义。有限多个点的情形可通过归纳法得到。

若 u 是凹效用函数，则 Jensen 不等式给出

u(EX) ≥ Eu(X),

这正是风险厌恶的一条数学表达。

例 7.4 (Jensen 不等式的经济读法). 令 u(c) =
√
c，这是凹函数。若收入在两个状态中分别

为 1 和 9，等概率，则期望消费为 5。有

u(5) =
√
5,

1

2
u(1) +

1

2
u(9) = 2.

因为
√
5 > 2，消费者更喜欢平滑消费。这是凹性与风险厌恶之间最基本的桥。

7.5 可微凸函数的一阶刻画

命题 7.1 (凸函数的一阶条件). 设 f : C → R 在凸集 C 上可微。则 f 是凸函数当且仅当

对任意 x, y ∈ C，

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x).

证明. 只说明核心方向。若 f 凸，令 g(t) = f(x+ t(y − x))。由一元凸性，

g(1) ≥ g(0) + g′(0),

即

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x).

反向可用同一不等式作用于线段上的两点推出凸性。
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这个不等式说明：可微凸函数的切平面位于函数图像下方。经济上，边际成本线给出

总成本的局部线性下界。

例 7.5 (支撑超平面的一维版本). 函数 f(x) = x2 在 x0 = 1 的切线为

ℓ(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) = 2x− 1.

由于 x2 ≥ 2x − 1，这条切线在全局上支撑凸函数图像。高维分离定理和支撑价格的直觉，

就是这个图像的多维版本。

7.6 超平面与支撑

定义 7.9 (超平面). 给定非零向量 p ∈ Rn 和标量 α，集合

H = {x ∈ Rn : p · x = α}

称为超平面。

向量 p 是超平面的法向量。经济学中，价格向量 p 定义的预算线或预算超平面就是这

种对象。

定义 7.10 (支撑超平面). 若 C ⊆ Rn，x∗ ∈ C，且存在 p 6= 0，使得

p · x ≤ p · x∗, ∀x ∈ C,

则超平面 {x : p · x = p · x∗} 在 x∗ 支撑 C。

支撑超平面的经济含义是：价格 p 使得 x∗ 在可行集合中达到最高价值。福利定理中

的支持价格就是这种几何结构。

例 7.6 (价格支持预算边界). 预算集

B = {x ∈ R2
+ : 2x1 + x2 ≤ 10}

的边界点 x∗ = (3, 4) 满足 2 · 3 + 4 = 10。取价格向量 p = (2, 1)，则对所有 x ∈ B，都有

p · x = 2x1 + x2 ≤ 10 = p · x∗.

所以预算线本身就是在 x∗ 支撑预算集的超平面。这里“支撑”不是说 x∗ 最受欢迎，而是

说在价格评价下它已经用完全部财富。
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7.7 分离定理

定理 7.2 (有限维强分离定理，经济适用版本). 设 C ⊆ Rn 是非空闭凸集，点 z /∈ C。则存

在非零向量 p ∈ Rn 和标量 α，使得

p · x ≤ α < p · z, ∀x ∈ C.

证明. 证明思路如下。由于 C 闭凸，存在 C 中离 z 最近的点 x∗。令 p = z− x∗。凸性保证

从 x∗ 指向任意 x ∈ C 的方向不能与 p 形成正内积，否则沿线段可找到更接近 z 的点。因

此

p · (x− x∗) ≤ 0, ∀x ∈ C.

于是

p · x ≤ p · x∗ < p · z,

得到分离。

分离定理是价格理论的几何核心。它说，如果某个点不属于一个闭凸可行集合，那么

存在一个线性价格系统把它与该集合区分开。

7.8 价格支持与福利定理的几何

设 F 是可行效用集合或可行配置集合，且 F 凸。如果 x∗ 是边界上的有效点，那么通

常可以找到价格向量 p，使得

p · x ≤ p · x∗, ∀x ∈ F.

这说明有效配置可以由价格支持。第二福利定理的几何直觉正是：在凸性条件下，帕累托

有效配置可以通过适当价格和财富转移实现为竞争均衡。

7.9 无套利与分离

考虑有限状态金融市场。可交易组合产生的支付集合形成线性子空间或凸锥。无套利

要求不存在一个可行支付 X 满足

X ≥ 0, X 6= 0,

且成本非正。若套利锥与正正交区域没有交集，分离定理可以产生一个正的状态价格向量

q，使得所有可交易支付都按 q 定价。

因此，无套利定价和福利价格支持共享同一数学来源：凸集合之间的分离。
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例 7.7 (分离产生正状态价格). 考虑两个状态的金融市场。若某个零成本组合能产生支付
X = (1, 0.5)，则 X ≥ 0 且 X 6= 0，它就是套利。无套利要求可达零成本支付集合不能进入

严格非负方向。分离定理于是给出某个状态价格 q = (q1, q2) � 0，使所有零成本可达支付

Z 都满足

q · Z = 0.

若资产支付为 A，价格为 s，则无套利定价可写成

s = q · A.

这个例子把“没有免费午餐”的经济条件转化成了“存在正线性定价泛函”的几何结论。

7.10 次梯度

定义 7.11 (次梯度). 设 f 是凸函数。向量 g 是 f 在 x 处的次梯度，如果对所有 y，

f(y) ≥ f(x) + g⊤(y − x).

所有次梯度的集合称为次微分，记为 ∂f(x)。

当凸函数不可微时，次梯度替代梯度。经济学中，不可微成本函数、绝对值损失、分

段线性预算和多重最优都自然产生次梯度。

例 7.8 (拟凹但不凹的偏好表示). 函数 u(x) = x1x2 在 R2
+ 上不是全局凹函数，但常用的单

调变换

logu(x) = logx1 + logx2

是凹函数，并表示同一偏好。这个例子说明：偏好凸性关心的是上水平集，而不是某个特

定效用表示是否凹。

7.11 本章小结

本章建立了凸分析的基本语言。凸集描述可混合的可行性，凸函数和凹函数描述曲率，

Jensen 不等式连接凸性和风险，支撑超平面解释价格支持，分离定理连接福利定理、对偶
和无套利。下一章将把这些几何思想转化为约束优化、KKT 条件和对偶性。
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7.12 Exercises

A 类：凸集

习题 7.1. 证明区间 [a, b] ⊂ R 是凸集。

习题 7.2. 判断集合 (0, 1) 是否凸。

习题 7.3. 判断集合 {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} 是否凸。

习题 7.4. 判断集合 {(x, y) : x2 + y2 = 1} 是否凸。

习题 7.5. 证明半空间 {x : p · x ≤ α} 是凸集。

习题 7.6. 证明两个凸集的交仍是凸集。

B 类：凸函数与凹函数

习题 7.7. 判断 f(x) = x2 是否凸。

习题 7.8. 判断 f(x) = logx 在 x > 0 上是否凹。

习题 7.9. 判断 f(x) = |x| 是否凸。

习题 7.10. 设 f 和 g 是凸函数，证明 f + g 是凸函数。

习题 7.11. 若 f 是凹函数，解释为什么最大化 f 通常较容易。

习题 7.12. 用 Jensen 不等式解释风险厌恶。

C 类：超平面与分离

习题 7.13. 写出 R2 中通过点 (1, 0)、法向量为 (1, 1) 的超平面。

习题 7.14. 证明 p = (1, 1) 支撑集合 {x ≥ 0 : x1 + x2 ≤ 1} 于任意满足 x1 + x2 = 1 的点。

习题 7.15. 分离集合 C = [0, 1] 和点 z = −1。

习题 7.16. 解释分离定理中的向量 p 为什么可以被解释为价格。

习题 7.17. 为什么凸性对分离定理重要？
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D 类：经济应用

习题 7.18. 证明预算集 B(p, w) 是凸集。

习题 7.19. 如果偏好由凹效用表示，说明上等值集为什么是凸集。

习题 7.20. 解释“平均消费束不差于极端消费束”的凸偏好含义。

习题 7.21. 用支撑超平面解释价格支持。

习题 7.22. 为什么非凸生产集合可能导致价格支持失败？

E 类：锥、对偶与无套利

习题 7.23. 证明 Rn
+ 是凸锥。

习题 7.24. 求 K = R+ 的对偶锥。

习题 7.25. 设 K = {(x1, x2) : x2 ≥ 0, x1 = 0}。求其对偶锥。

习题 7.26. 解释套利收益集合为什么常常具有锥结构。

习题 7.27. 用一句话说明无套利和分离定理的关系。

F 类：次梯度与综合

习题 7.28. 求 f(x) = |x| 在 x > 0 和 x < 0 的梯度。

习题 7.29. 说明为什么 0 ∈ ∂|x|(0)。

习题 7.30. 用凸函数一阶条件证明 x2 的切线在图像下方。

习题 7.31. 总结凸性如何连接消费者理论、福利定理和资产定价。

习题 7.32. 本章哪些内容将在 KKT 与对偶性中再次出现？

习题 7.33. 本章哪些内容将在一般均衡和福利定理中再次出现？
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7.13 Solutions
本章题解的主线是几何直觉。证明凸集时检查凸组合，证明凸函数时用定义或一阶刻

画，分离和支撑题要明确被支撑的集合、支撑点和法向量。

解答 7.1. 证明凸集要检查任意两点的凸组合。若 x, y ∈ [a, b]，则

a ≤ x ≤ b, a ≤ y ≤ b.

对 λ ∈ [0, 1]，有

λa+ (1− λ)a ≤ λx+ (1− λ)y ≤ λb+ (1− λ)b.

即

a ≤ λx+ (1− λ)y ≤ b.

所以凸组合仍在 [a, b]，区间是凸集。

解答 7.2. 是凸集。任意两个点的凸组合仍在 (0, 1) 中。

解答 7.3. 是凸集。单位圆盘是欧氏范数小于等于 1 的集合，范数球是凸的。

解答 7.4. 不是。点 (1, 0) 和 (−1, 0) 在集合中，但平均点 (0, 0) 不在单位圆周上。

解答 7.5. 半空间的凸性来自内积的线性性。若 p · x ≤ α，p · y ≤ α，则

p · (λx+ (1− λ)y) ≤ λα + (1− λ)α = α.

所以凸组合仍在半空间中。预算集就是半空间与非负正交象限的交，因此也是凸的。

解答 7.6. 若 x, y ∈ C ∩D，则它们属于 C 且属于 D。由凸性，凸组合同时属于 C 和 D，

故属于交集。

解答 7.7. 是凸函数，可由二阶导数 2 > 0 判断。

解答 7.8. 是凹函数，因为二阶导数 −1/x2 < 0。

解答 7.9. 是凸函数。其图像是 V 形，任意弦位于图像上方。

解答 7.10. 要证明 f + g 凸，直接使用定义。由 f 的凸性，

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

由 g 的凸性，

g(λx+ (1− λ)y) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y).

两式相加，得到

(f + g)(λx+ (1− λ)y) ≤ λ(f + g)(x) + (1− λ)(f + g)(y).

所以 f + g 凸。



7.13 SOLUTIONS 81

解答 7.11. 凹函数的局部一阶条件在很多情况下可以推出全局最大值，避免局部最优和全
局最优分离。

解答 7.12. Jensen 不等式说，若 u 凹，则

u(EX) ≥ Eu(X).

左边是先取彩票的平均消费再评价效用；右边是先在每个状态评价效用再取期望。若左边

更大，说明消费者更喜欢确定性的平均消费，而不是有相同均值的风险彩票。这正是风险

厌恶的一种数学表达。

解答 7.13. 超平面为
(1, 1) · (x− (1, 0)) = 0,

即 x1 + x2 = 1。

解答 7.14. 取价格向量 p = (1, 1)。若可行集合满足 x1 + x2 ≤ 1，则对任意可行 x，

p · x = x1 + x2 ≤ 1.

对任意边界点 x∗ 满足 x∗1 + x∗2 = 1，有

p · x∗ = 1.

因此 p · x ≤ p · x∗ 对所有可行 x 成立，价格向量 p 支撑该边界点。

解答 7.15. 要把 z = −1 与集合 [0, 1] 分离，可以取法向量 p = −1。对所有 x ∈ [0, 1]，有

px = −x ≤ 0.

但对 z = −1，有

pz = (−1)(−1) = 1 > 0.

所以超平面点 0 把 [0, 1] 和 z 分开。

解答 7.16. 因为 p · x 是按价格 p 评价配置 x 的线性价值，分离不等式表示某些配置在该

价格下被区分。

解答 7.17. 凸性保证集合没有凹陷或断裂，从而可以用一个线性超平面整体地把集合与外
部点分开。

解答 7.18. 若 x, y ∈ B(p, w)，则 p ·x, p · y ≤ w。凸组合的支出不超过 w，所以仍在预算集。
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解答 7.19. 上等值集 {x : u(x) ≥ c}。若 u 凹且 u(x), u(y) ≥ c，则

u(λx+ (1− λ)y) ≥ λu(x) + (1− λ)u(y) ≥ c.

解答 7.20. 若两个消费束都至少一样好，那么它们的平均或混合也至少一样好。这表达了
偏好多样化或平滑消费的倾向。

解答 7.21. 若价格超平面在配置处支撑可行集合，则该配置在价格评价下不低于其他可行
配置，因此价格支持该配置。

解答 7.22. 非凸集合可能存在凹陷或离散跳跃，边界有效点未必能被一条线性价格超平面
整体支撑。

解答 7.23. 若 x, y ≥ 0，凸组合仍非负；若 α ≥ 0，则 αx ≥ 0。所以是凸锥。

解答 7.24. R∗
+ = R+。

解答 7.25. 要求 p · (0, x2) = p2x2 ≥ 0 对所有 x2 ≥ 0 成立，所以 p2 ≥ 0，而 p1 任意。对偶

锥为 {(p1, p2) : p2 ≥ 0}。

解答 7.26. 若某个套利组合可行，那么按正倍数放大该组合仍可行且仍是套利，因此形成
锥结构。

解答 7.27. 无套利意味着套利锥与严格正收益区域分离；分离定理给出正状态价格或定价
泛函。

解答 7.28. 当 x > 0，梯度为 1；当 x < 0，梯度为 −1。

解答 7.29. 根据次梯度定义，g ∈ ∂f(0) 当且仅当对所有 y，

|y| ≥ |0|+ g(y − 0).

若取 g = 0，右边为 0，所以条件变成 |y| ≥ 0，对所有 y 成立。因此 0 ∈ ∂|x|(0)。事实上，
∂|x|(0) = [−1, 1]。

解答 7.30. 对 f(x) = x2，在点 a 的切线为 a2 + 2a(x− a)。不等式

x2 ≥ a2 + 2a(x− a)

等价于 (x− a)2 ≥ 0。

解答 7.31. 消费者理论中凸性刻画偏好和需求稳定；福利定理中凸性保证价格支持；资产
定价中凸性和锥结构允许用分离定理推出状态价格。

解答 7.32. 凸集、凸函数、支撑超平面、次梯度、对偶锥和分离定理都会在 KKT 与对偶
性中再次出现。

解答 7.33. 支撑超平面、价格向量、凸可行集和分离定理会在一般均衡与福利定理中再次
出现。
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7.14 Computation Lab
例 7.9 (二维半空间筛选). 给定价格向量 p = (1, 2) 和财富 w = 4，预算半空间为

x1 + 2x2 ≤ 4.

在二维网格上筛选满足该不等式的点，就得到预算集的离散近似。

例 7.10 (线性分离的数值直觉). 若点 z = (2, 2) 不属于集合 C = {x ∈ R2
+ : x1 + x2 ≤ 1}，

则 p = (1, 1) 给出

p · x ≤ 1 < 4 = p · z.

这是一条显式分离超平面。

例 7.11 (无套利的有限状态检查). 在有限状态中，可交易收益向量组成矩阵列空间。若能
找到组合权重 θ，使得 Rθ ≥ 0 且至少一个状态严格大于零，同时成本非正，就存在套利。

否则可以寻找正状态价格向量作为分离证据。
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8.1 为什么约束优化是经济学的核心

经济选择几乎总是在约束下发生。消费者受预算约束，企业受技术约束，政府受资源

约束，投资者受财富和风险约束，动态规划中的行动受状态约束。约束优化的核心问题不

是简单地“求最大值”，而是理解约束如何改变边际条件，以及约束的影子价格如何进入经

济解释。

本章的主线是：

约束 −→乘子 −→ KKT −→对偶 −→影子价格.

8.2 等式约束与拉格朗日乘子

考虑等式约束问题

max
x

f(x) s.t. h(x) = 0.

拉格朗日函数为

L(x, λ) = f(x)− λh(x).

若 x∗ 是正则内点最优，则存在乘子 λ∗，使得

∇f(x∗) = λ∗∇h(x∗), h(x∗) = 0.

几何上，最优点处目标函数的等高线与约束曲面相切。经济上，乘子 λ∗ 衡量放松约束

的边际价值。

例 8.1 (等式约束下的切线条件). 求解

max
x1,x2

x1x2 s.t. x1 + x2 = 10.

Lagrangian 为
L = x1x2 − λ(x1 + x2 − 10).

84
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一阶条件给出

x2 = λ, x1 = λ, x1 + x2 = 10.

因此 x1 = x2 = 5。几何上，双曲线 x1x2 =常数 在最优点与直线 x1 + x2 = 10 相切；经济

上，两个方向的边际收益被同一个资源约束乘子拉平。

8.3 不等式约束与 KKT 条件
考虑最大化问题

max
x

f(x) s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

采用最大化约定的 Lagrangian：

L(x, µ) = f(x)−
m∑
i=1

µigi(x), µi ≥ 0.

定义 8.1 (KKT 条件). 候选点 x∗ 和乘子 µ∗ 满足 KKT 条件，如果：

1. 原始可行性：gi(x∗) ≤ 0；

2. 对偶可行性：µ∗
i ≥ 0；

3. 互补松弛：µ∗
i gi(x

∗) = 0；

4. 驻点条件：
∇f(x∗)−

∑
i

µ∗
i∇gi(x∗) = 0.

互补松弛是 KKT 的经济灵魂：不绑定的约束没有影子价格；有正影子价格的约束必
须绑定。

例 8.2 (一个完整的 KKT 计算). 求解

max
x≥0

4x− x2.

写成最小化 −4x+ x2 且约束 −x ≤ 0。Lagrangian 为

L = −4x+ x2 − µx.

KKT 条件是
−4 + 2x− µ = 0, µx = 0, µ ≥ 0, x ≥ 0.

若 x > 0，则 µ = 0，得 x = 2。这满足非负约束，所以最优解是 x∗ = 2。
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例 8.3 (绑定与不绑定约束). 求解

max
x

−(x− 3)2 s.t. x ≤ 5.

无约束最优点是 x = 3，它已经满足 x ≤ 5，所以约束不绑定。把约束写成 g(x) = x−5 ≤ 0，

互补松弛给出

µ(x− 5) = 0.

在 x∗ = 3 时 x∗ − 5 < 0，因此必须有 µ∗ = 0。这正是“不紧的约束没有影子价格”的代数

形式。

8.4 约束资格

KKT 条件并非无条件必要。若约束在最优点附近过于退化，可能不存在合适乘子。约
束资格是排除退化情形的条件。

一个常见的直觉条件是：绑定约束的梯度应当足够独立，使得可行集合在最优点附近

有良好的切空间描述。后续更高级理论会给出 LICQ、MFCQ 和 Slater 条件等形式。本书
主线中最重要的是 Slater 条件，因为它与凸优化强对偶联系紧密。

定理 8.1 (KKT 必要性，LICQ 版本). 设 f, g1, . . . , gm 在 x∗ 附近连续可微，且 x∗ 是问题

max
x

f(x) s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

的局部最优解。记活跃约束集合为

A(x∗) = {i : gi(x∗) = 0}.

若活跃约束梯度族 {∇gi(x∗) : i ∈ A(x∗)} 线性无关，则存在乘子 µ∗
i ≥ 0，使得 (x∗, µ∗) 满

足 KKT 条件。

证明. 证明的核心是把“没有可行的一阶改进方向”转化为梯度之间的锥组合关系。若某
个方向 d 同时满足

∇gi(x∗) · d ≤ 0, i ∈ A(x∗),

并且

∇f(x∗) · d > 0,

则在 LICQ 给出的规则性下，可以沿着接近 d 的可行曲线从 x∗ 出发，并在一阶上提高目

标值。这与局部最优矛盾。因此不存在这样的方向 d。
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由有限维 Farkas 引理，不存在上述方向等价于

∇f(x∗) =
∑

i∈A(x∗)

µ∗
i∇gi(x∗), µ∗

i ≥ 0.

令非活跃约束的乘子为 0，便得到驻点条件

∇f(x∗)−
m∑
i=1

µ∗
i∇gi(x∗) = 0.

原始可行性来自 x∗ 可行；对偶可行性来自 µ∗
i ≥ 0；互补松弛来自非活跃约束乘子被设为

0，活跃约束满足 gi(x
∗) = 0。故 KKT 条件成立。

8.5 凸问题中的充分性

命题 8.1 (凹最大化中的 KKT 充分性). 设 f 是凹函数，约束集合

C = {x : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}

是凸集。若存在 (x∗, µ∗) 满足 KKT 条件，则 x∗ 是全局最大化点。

证明. 由凹性，对任意可行 x，

f(x) ≤ f(x∗) +∇f(x∗)⊤(x− x∗).

由驻点条件，

∇f(x∗) =
∑
i

µ∗
i∇gi(x∗).

若约束函数适当凸，使得可行集由凸不等式描述，则对可行 x 可推出

∇gi(x∗)⊤(x− x∗) ≤ gi(x)− gi(x
∗).

因此

f(x)− f(x∗) ≤
∑
i

µ∗
i (gi(x)− gi(x

∗)).

由可行性 gi(x) ≤ 0、互补松弛 µ∗
i gi(x

∗) = 0、以及 µ∗
i ≥ 0，右侧不超过 0。故 f(x) ≤ f(x∗)。

这个命题说明，凸性让局部边际条件变成全局最优条件。

例 8.4 (凹消费者问题中一阶条件足够). 消费者最大化

logx1 + logx2 s.t. p1x1 + p2x2 ≤ w, x� 0.
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目标函数严格凹，预算集凸，所以任何满足 KKT条件的内点解都是全局最优。Lagrangian
为

L = logx1 + logx2 − λ(p1x1 + p2x2 − w).

一阶条件给出 1/xi = λpi，所以 p1x1 = p2x2。结合预算花完，得到

x∗1 =
w

2p1
, x∗2 =

w

2p2
.

这里不需要再比较边界上的所有点，凹性已经保证局部条件足够。

8.6 消费者问题中的 KKT

消费者问题可写为

max
x≥0

u(x) s.t. p · x ≤ w.

若暂时忽略非负约束并考虑内点解，Lagrangian 为

L(x, λ) = u(x)− λ(p · x− w).

一阶条件为
∂u

∂xi
(x∗) = λpi.

因此
MUi
pi

= λ.

经济含义是：最优点处，每一元钱花在任一商品上的边际效用相等。

例 8.5 (互补松弛的经济含义). 消费者预算约束为 p · x ≤ w，乘子为 λ。互补松弛写作

λ(w − p · x) = 0.

如果预算没花完，w− p · x > 0，则必须 λ = 0，财富的边际价值为零。若偏好局部非饱和，

财富总有正价值，于是 λ > 0，这迫使预算花完。

8.7 企业成本最小化

成本最小化问题为

c(w, y) = min
x
w · x s.t. F (x) ≥ y.
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可写为最大化 −w · x 或直接使用最小化版本。乘子衡量产量约束的边际成本。KKT 条件
给出：

wi = λ
∂F

∂xi
(x∗),

即投入价格等于产量影子价值乘以边际产出。

例 8.6 (成本最小化的乘子). 企业最小化 w1x1 +w2x2，约束 f(x) ≥ y。Lagrangian 可写为

L = w · x+ λ(y − f(x)).

内点一阶条件为 wi = λfi(x)。所以

fi(x)

fj(x)
=
wi
wj
.

这就是边际技术替代率等于投入价格比：最后一元钱在各投入上的产出贡献被拉平。

8.8 对偶函数与弱对偶

考虑最小化形式：

min
x
f(x) s.t. gi(x) ≤ 0.

Lagrangian 为
L(x, µ) = f(x) +

∑
i

µigi(x), µi ≥ 0.

对偶函数定义为

q(µ) = inf
x
L(x, µ).

命题 8.2 (弱对偶). 对任意 µ ≥ 0，q(µ) 都是原问题最优值的下界。

证明. 若 x 原始可行，则 gi(x) ≤ 0，且 µi ≥ 0，所以

L(x, µ) = f(x) +
∑
i

µigi(x) ≤ f(x).

因此

q(µ) = inf
z
L(z, µ) ≤ L(x, µ) ≤ f(x).

对所有可行 x 成立，故 q(µ) 不超过原问题最优值。

弱对偶说明，对偶问题给出原问题的界。强对偶则说明在良好凸性和约束资格下，这

个界可以达到。
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例 8.7 (对偶给出影子价格). 考虑

min
x≥0

2x s.t. x ≥ y.

显然最优为 x∗ = y，成本为 c(y) = 2y。约束的影子价格是

c′(y) = 2.

也就是说，目标产量 y 增加一单位，最低成本增加 2。对偶乘子正是在记录这种边际价值。

8.9 强对偶与鞍点

在凸优化中，若目标和约束满足适当凸性，并且 Slater 条件成立，通常有强对偶：原
问题最优值等于对偶问题最优值。

鞍点形式写为

L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ L(x, µ∗)

或在最大化约定下相应改变方向。鞍点表达了一个经济事实：最优选择和正确价格同时稳

定，任何一方单方面偏离都不能改善相应目标。

8.10 资产组合中的约束优化

均值–方差问题可写为

max
w

µ⊤w − γ

2
w⊤Σw s.t. 1⊤w = 1.

Lagrangian 为
L(w, λ) = µ⊤w − γ

2
w⊤Σw − λ(1⊤w − 1).

一阶条件为

µ− γΣw − λ1 = 0.

这说明最优组合权重由预期收益、风险矩阵、风险厌恶和预算约束共同决定。

例 8.8 (两资产组合的预算约束). 设两项资产预期收益为 µ = (0.08, 0.04)，风险矩阵为单

位矩阵，风险厌恶 γ = 2，且 w1 + w2 = 1。目标为

0.08w1 + 0.04w2 −
2

2
(w2

1 + w2
2).
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用 w2 = 1− w1 代入，得到一元问题

max
w1

0.08w1 + 0.04(1− w1)− w2
1 − (1− w1)

2.

一阶条件为

0.04− 2w1 + 2(1− w1) = 0,

所以 w∗
1 = 0.51、w∗

2 = 0.49。较高预期收益把资产 1 的权重略微推高，但风险惩罚阻止组
合完全押注在单一资产上。

8.11 本章小结

本章将约束优化转化为乘子和对偶语言。KKT条件把可行性、边际条件和互补松弛统
一起来；乘子提供影子价格解释；凸性使 KKT 条件成为全局充分条件；对偶性把约束问
题转化为价格问题。下一章将进入格、超模性和单调比较静态，研究参数变化方向如何影

响最优选择方向。

8.12 Exercises

A 类：Lagrangian 与一阶条件

习题 8.1. 写出问题 maxx f(x) s.t. h(x) = 0 的 Lagrangian。

习题 8.2. 写出问题 maxx f(x) s.t. g(x) ≤ 0 的 KKT 条件。

习题 8.3. 最大化 logx，约束 x ≤ w。求最优点和乘子。

习题 8.4. 最大化 −(x− 2)2，约束 x ≤ 5。约束是否绑定？

习题 8.5. 最大化 x，约束 x ≤ 3。求 KKT 乘子。

B 类：消费者和企业

习题 8.6. 对 u(x1, x2) = logx1 + logx2，预算 p1x1 + p2x2 = w，推导一阶条件。

习题 8.7. 解释消费者问题中乘子 λ 的经济含义。

习题 8.8. 设企业利润为 pf(l)− wl。写出最优劳动需求的一阶条件。

习题 8.9. 设成本最小化问题为 minxw · x s.t. F (x) ≥ y。写出 Lagrangian。

习题 8.10. 解释成本最小化中产量约束乘子的经济含义。
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C 类：互补松弛与约束资格

习题 8.11. 解释互补松弛条件 µigi(x) = 0。

习题 8.12. 若 µi > 0，说明对应约束必须怎样。

习题 8.13. 若约束不绑定，乘子应为多少？

习题 8.14. 为什么 KKT 条件需要约束资格？

习题 8.15. 给出一个约束退化的直观例子。

D 类：对偶

习题 8.16. 对最小化问题写出 Lagrangian 和对偶函数定义。

习题 8.17. 证明弱对偶的核心不等式。

习题 8.18. 什么是强对偶？

习题 8.19. Slater 条件的直观含义是什么？

习题 8.20. 解释对偶变量为什么可以被看成价格。

E 类：凸优化

习题 8.21. 为什么凹最大化加凸可行集时 KKT 条件通常是充分的？

习题 8.22. 设 f(x) = −(x− 1)2，约束 x ≤ 2。验证 KKT 条件并求最优点。

习题 8.23. 设 f(x) = x，约束 x ≤ 1。验证 KKT 条件。

习题 8.24. 说明鞍点和强对偶之间的关系。

习题 8.25. 解释 KKT 与支撑超平面的关系。

F 类：资产组合与综合

习题 8.26. 写出均值–方差问题的 Lagrangian。

习题 8.27. 推导 µ− γΣw − λ1 = 0。

习题 8.28. 如果禁止卖空，约束 wi ≥ 0 如何进入 KKT？

习题 8.29. 比较 KKT 条件和包络定理的作用。

习题 8.30. 本章哪些内容将在消费者理论中再次出现？

习题 8.31. 本章哪些内容将在一般均衡和福利定理中再次出现？
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8.13 Solutions
本章题解的固定步骤是：先写原始可行性，再写 Lagrangian，然后写驻点条件、乘子

非负和互补松弛。遇到经济解释题时，把乘子读成“放松约束的一单位边际价值”。

解答 8.1. 等式约束问题
max
x

f(x) s.t. h(x) = 0

可写 Lagrangian
L(x, λ) = f(x)− λh(x).

也可以使用 f(x) + λh(x)，因为 λ 的符号会相应改变。关键是之后的一阶条件和经济解释

要保持同一符号约定。

解答 8.2. 对最大化问题
max
x

f(x) s.t. g(x) ≤ 0,

采用 L = f − µg、µ ≥ 0。KKT 条件包括：

g(x∗) ≤ 0 (原始可行),

µ∗ ≥ 0 (对偶可行),

µ∗g(x∗) = 0 (互补松弛),

∇f(x∗)− µ∗∇g(x∗) = 0 (驻点).

做题时四条缺一不可。

解答 8.3. 问题是最大化 logx 且 x ≤ w。由于 logx 单调递增，最优点会把约束用满：

x∗ = w.

写 Lagrangian L = logx− µ(x− w)。一阶条件为

1

x
− µ = 0.

代入 x∗ = w，得

µ∗ =
1

w
.

乘子表示财富上限放松一单位带来的效用边际增加。

解答 8.4. 无约束最优点为 x = 2，满足 2 < 5，所以约束不绑定，乘子为 0。

解答 8.5. 最优点 x∗ = 3。Lagrangian 为 x− µ(x− 3)，驻点 1− µ = 0，故 µ = 1。
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解答 8.6.
L = logx1 + logx2 − λ(p1x1 + p2x2 − w).

一阶条件为 1/xi = λpi。

解答 8.7. λ 表示财富约束放松一单位时最优效用的一阶增加，即财富的边际效用。

解答 8.8.
pf ′(l)− w = 0.

边际收益产品等于工资。

解答 8.9. 可写为
L(x, λ) = w · x+ λ(y − F (x)), λ ≥ 0.

解答 8.10. 它表示产量要求提高一单位时最小成本增加多少，即边际成本。

解答 8.11. 互补松弛写作
µigi(x) = 0.

因为 µi ≥ 0 且 gi(x) ≤ 0，它表达两种可能：若约束松弛，即 gi(x) < 0，则必须 µi = 0；若

乘子 µi > 0，则必须 gi(x) = 0，约束绑定。

经济含义是：只有真正限制选择的约束才有正影子价格。

解答 8.12. 若 µi > 0，则由互补松弛必须有 gi(x) = 0，即约束绑定。

解答 8.13. 若 gi(x) < 0，则 µi = 0。

解答 8.14. 因为没有约束资格时，可行集合局部形状可能退化，梯度无法正确描述可行方
向，乘子可能不存在或不可靠。

解答 8.15. 例如约束 x2 ≤ 0 在 x = 0 处只有一个可行点，约束梯度为 0，无法给出正常切

空间。

解答 8.16. 最小化问题的 Lagrangian 为

L(x, µ) = f(x) +
∑
i

µigi(x), µi ≥ 0.

对偶函数为 q(µ) = infx L(x, µ)。



8.13 SOLUTIONS 95

解答 8.17. 对最小化问题，Lagrangian 是

L(x, µ) = f(x) +
∑
i

µigi(x), µi ≥ 0.

若 x 可行，则 gi(x) ≤ 0，所以 ∑
i

µigi(x) ≤ 0.

因此

L(x, µ) ≤ f(x).

又因为 q(µ) = infz L(z, µ) ≤ L(x, µ)，得到

q(µ) ≤ f(x)

对所有可行 x 成立。因此 q(µ) 是原问题最优值的下界。

解答 8.18. 强对偶是指原问题最优值等于对偶问题最优值。

解答 8.19. Slater 条件要求存在严格满足不等式约束的可行点，从而排除边界退化并支持
强对偶。

解答 8.20. 对偶变量衡量约束放松的边际价值，类似资源、预算或状态约束的价格。

解答 8.21. 凹性使一阶条件给出全局上界，凸可行集保证局部边际条件对所有可行方向有
效。

解答 8.22. 无约束最优点 x = 1 可行且约束不绑定。KKT 乘子为 0，最优点为 1。

解答 8.23. 最优点为 1。驻点 1− µ = 0，所以 µ = 1。约束绑定，互补松弛成立。

解答 8.24. 鞍点表示某个原始变量和对偶变量组合同时最优。存在鞍点通常意味着原问题
和对偶问题无间隙，即强对偶。

解答 8.25. KKT 乘子给出的线性组合可以看作在最优点支撑可行集合或目标上等值集的
超平面。

解答 8.26. 均值–方差问题为

max
w

µ⊤w − γ

2
w⊤Σw s.t. 1⊤w = 1.

Lagrangian 可写为
L(w, λ) = µ⊤w − γ

2
w⊤Σw − λ(1⊤w − 1).

其中 λ 是预算约束或权重和约束的乘子。
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解答 8.27. 对 w 求梯度：

∇wL = µ− γΣw − λ1 = 0.

解答 8.28. 禁止卖空是 wi ≥ 0，可写为 −wi ≤ 0，为每个约束引入非负乘子，并加入互补

松弛。

解答 8.29. KKT 用于刻画最优选择本身；包络定理用于刻画最优值对参数的边际变化。

解答 8.30. 预算约束、非负消费约束、边际效用条件、财富乘子和互补松弛都会再次出现。

解答 8.31. 资源约束、支持价格、规划者问题、福利权重和价格乘子都会在一般均衡和福
利定理中再次出现。

8.14 Computation Lab
例 8.9 (一维绑定约束检查). 对问题

max
x

x s.t. x ≤ 3,

数值搜索会把最优点推到边界 x = 3。KKT 乘子为 1，表示约束右端增加一单位，目标值

增加一单位。

例 8.10 (二次规划一阶条件). 对

max
w

µ⊤w − γ

2
w⊤Σw

若无预算约束，最优解为

w∗ =
1

γ
Σ−1µ.

数值实现时应解线性系统 γΣw = µ，而不是显式求逆。

例 8.11 (互补松弛的数值诊断). 求解带不等式约束的问题后，应检查每个约束的 gi(x
∗)、

乘子 µ∗
i 和乘积 µ∗

i gi(x
∗)。若互补松弛误差很大，数值解可能不可靠。
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9.1 为什么需要单调比较静态

前面几章给出了两种分析路线。可微方法通过一阶条件和隐函数定理计算参数变化的

局部效应；凸分析和 KKT 则强调约束、价格和全局最优。本章引入第三种路线：不用求
出最优解，也不一定需要可微性，而是通过序结构判断最优选择是否随参数单调变化。

这类问题在经济学中非常常见：税率上升时劳动供给是否下降？生产率上升时投资是

否增加？竞争者行动增加时，企业最佳反应是否也增加？进入成本下降时进入者是否更多？

这些问题关注的是方向，而不是精确导数。

9.2 偏序与格

定义 9.1 (偏序). 集合 X 上的关系 ≤ 是偏序，如果它满足自反性、反对称性和传递性。

定义 9.2 (上确界与下确界). 给定 x, y ∈ X，若存在最小的共同上界，记为 x∨y，称为 join；
若存在最大的共同下界，记为 x ∧ y，称为 meet。

定义 9.3 (格). 偏序集合 X 是格，如果任意 x, y ∈ X 都有 x ∨ y 和 x ∧ y。

命题 9.1 (Rn 的逐坐标序是格). 在 Rn 上定义 x ≤ y 当且仅当 xi ≤ yi 对所有 i 成立。则

Rn 是格，且

(x ∨ y)i = max{xi, yi}, (x ∧ y)i = min{xi, yi}.

证明. 逐坐标最大值显然是 x和 y 的共同上界；任何其他共同上界的每个坐标都不小于它，

所以它是最小共同上界。逐坐标最小值的论证类似。

经济解释是：多维行动或多维状态可以逐坐标比较。两个政策向量的 join 表示逐项取
更高政策强度，meet 表示逐项取更低政策强度。

97
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例 9.1 (政策向量的 join 和 meet). 设政策向量的两个坐标分别表示税率和补贴，并取 x =

(0.2, 1)、y = (0.3, 0.5)。逐坐标序下，

x ∨ y = (0.3, 1), x ∧ y = (0.2, 0.5).

x ∨ y 表示把两套政策中每一项更高的强度合并起来，x ∧ y 表示每一项取更低强度。格结
构让“高政策”和“低政策”在多维情形中仍有精确定义。

9.3 超模函数

定义 9.4 (超模函数). 设 X 是格。函数 f : X → R 是超模的，如果对任意 x, y ∈ X，

f(x ∨ y) + f(x ∧ y) ≥ f(x) + f(y).

超模性表达互补性：一个维度更高时，提高另一个维度的边际收益更大。在二维选择

中，它常意味着两个行动相互强化。

定义 9.5 (次模函数). 若上式反向成立，则称 f 是次模的。

次模性表达替代性：一个维度更高时，提高另一个维度的边际收益更小。

例 9.2 (二维超模收益). 令

f(x1, x2) = x1x2, xi ∈ {0, 1}.

取 x = (1, 0)、y = (0, 1)，则 x ∨ y = (1, 1)、x ∧ y = (0, 0)。有

f(x ∨ y) + f(x ∧ y) = 1 + 0 ≥ f(x) + f(y) = 0 + 0.

这说明两个行动是互补的：单独提高一个行动没有收益，两个行动同时提高才产生收益。

9.4 Increasing Differences
定义 9.6 (Increasing Differences). 设 X,T 都有序。函数 f : X × T → R 在 (x, t) 上具有

increasing differences，如果对任意 x′ ≥ x、t′ ≥ t，

f(x′, t′)− f(x, t′) ≥ f(x′, t)− f(x, t).

这表示参数 t 越高，选择更高 x 的相对收益越大。因此最优选择往往随参数上升而上

升。
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命题 9.2 (可微充分条件). 若 f(x, t) 二阶连续可微，且

∂2f

∂x∂t
(x, t) ≥ 0

对所有 (x, t) 成立，则 f 具有 increasing differences。

证明. 对 x′ > x，定义

∆(t) = f(x′, t)− f(x, t).

则

∆′(t) = ft(x
′, t)− ft(x, t) =

∫ x′

x

fxt(s, t) ds ≥ 0.

因此 ∆(t) 随 t 增加，得到 increasing differences。

例 9.3 (用差分检验 increasing differences). 令 X = {0, 1}、T = {0, 1}，收益表为

t = 0 t = 1

x = 0 0 0

x = 1 1 3

当 t = 0 时，提高 x 的收益增量为 1；当 t = 1 时，提高 x 的收益增量为 3。增量随 t 上升

而上升，因此具有 increasing differences。

9.5 Topkis 单调性定理

定理 9.1 (Topkis定理，有限格版本). 设 X 是有限格，T 是有序参数集合。若 f : X×T → R
对 x 超模，并且在 (x, t) 上具有 increasing differences，则最优选择对应

G(t) = arg max
x∈X

f(x, t)

具有单调选择。特别地，最大选择和最小选择都随 t 单调不减。

证明. 给出有限格情形的证明思路。取 t′ ≥ t，令 x ∈ G(t)，x′ ∈ G(t′)。超模性保证 x ∨ x′

和 x∧x′ 的组合收益不低于交叉组合。Increasing differences保证当参数从 t升到 t′ 时，较

高行动的相对吸引力上升。将最优性不等式与这两个性质结合，可推出最高最优选择不会

下降。有限格保证最大和最小最优选择存在。

Topkis 定理的价值在于，它不要求最优解唯一，也不要求可微。它直接给出最优选择
集合的单调结构。
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例 9.4 (最大最优选择不下降). 令行动集 X = {0, 1, 2}，收益为

f(x, t) = tx− x2, t ∈ {1, 3}.

当 t = 1 时，三个行动的收益分别为 0, 0,−2，最优集合为 {0, 1}，最大最优选择是 1。当

t = 3 时，收益分别为 0, 2, 2，最优集合为 {1, 2}，最大最优选择是 2。参数上升后，最大最

优选择从 1 升到 2，没有下降。

例 9.5 (离散投资阈值). 企业选择 I ∈ {0, 1}，收益为

π(I, z) = Iz − cI.

若 z < c，最优为 I = 0；若 z > c，最优为 I = 1；若 z = c，两个选择都最优。最优投资

对应随生产率 z 单调上升。这个例子展示了格方法对离散选择特别自然。

9.6 战略互补

在博弈中，若玩家 i的收益 ui(ai, a−i)对自己的行动 ai 和他人行动 a−i 具有 increasing
differences，则他人行动越高，自己选择高行动的收益越大。此时最佳反应通常单调上升，
称为战略互补。

价格竞争中的提价互补、技术采用中的网络效应、平台参与中的双边反馈，都可用战

略互补描述。

例 9.6 (战略互补的最佳反应). 两企业选择 ai ∈ [0, 1]，收益为

ui(ai, aj) = aiaj −
1

2
a2i .

内点一阶条件给出 ai = aj。加上区间约束，最佳反应为 bi(aj) = aj。对手行动越高，自己

的最佳反应越高，因此这是战略互补。

9.7 投资、进入与政策比较

设企业选择投资 I，生产率参数为 z。若利润函数 π(I, z) 具有 increasing differences，
则生产率越高，投资的边际收益越大，最优投资随生产率上升而上升。

设企业进入收益为

Π(e, c) = R(e)− ce,

其中 e ∈ {0, 1} 表示是否进入，c 是进入成本。若成本下降，则进入的相对收益上升，最优
进入决策单调增加。这类离散选择问题正是格方法的优势所在。
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例 9.7 (进入成本下降的阈值). 设进入收益为

Π(e, c) = 10e− ce, e ∈ {0, 1}.

不进入的收益为 0，进入的收益为 10 − c。若 c > 10，最优选择是不进入；若 c < 10，最

优选择是进入；若 c = 10，两者都最优。因此当进入成本从 12 降到 8 时，最优进入选择

从 0 跳到 1。这个跳跃不需要导数，却有明确的单调方向。

9.8 与可微比较静态的关系

隐函数方法通常给出
dx∗

dt
= −Ft

Fx
.

这要求最优选择单值、可微且二阶条件良好。单调比较静态则更粗但更稳健：它关心 x∗(t)

是否随 t 单调，而不要求导数存在。

因此，本章方法特别适合处理不可微、多值、离散选择和博弈最佳反应。

例 9.8 (战略替代不能用同一结论). 若收益改为

ui(ai, aj) = ai(1− aj)−
1

2
a2i ,

一阶条件为 ai = 1− aj。对手行动越高，自己的最佳反应越低。这是战略替代，Topkis 的
单调上升结论不适用。模型结构变了，比较静态方向也随之改变。

9.9 本章小结

本章建立了单调比较静态的基本语言。格提供有序选择空间；超模性表达行动之间的

互补；increasing differences 表达参数提高时高行动相对收益上升；Topkis 定理把这些性质
转化为最优选择的单调性。后续产业组织、博弈、宏观投资和搜索模型都会使用这一思想。

9.10 Exercises

A 类：格与序

习题 9.1. 在 R2 逐坐标序下，求 x = (2, 5)、y = (3, 1) 的 x ∨ y 和 x ∧ y。

习题 9.2. 判断 (1, 3) 和 (2, 2) 在逐坐标序下是否可比较。

习题 9.3. 证明 R 在通常大小关系下是格。
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习题 9.4. 说明为什么离散集合 {0, 1}n 在逐坐标序下是格。

习题 9.5. 给出一个偏序但不是全序的经济例子。

B 类：超模性

习题 9.6. 验证 f(x, y) = xy 在 R2 上具有 increasing differences。

习题 9.7. 验证 f(x, y) = −xy 具有 decreasing differences。

习题 9.8. 若 fxy ≥ 0，说明经济含义。

习题 9.9. 判断 f(x, y) = x+ y 是否超模。

习题 9.10. 判断 f(x, y) = x2 + y2 + xy 是否具有互补性。

C 类：Increasing Differences

习题 9.11. 设 f(x, t) = xt− x2。求最优 x 并判断其是否随 t 上升。

习题 9.12. 设 f(x, t) = −xt− x2。判断最优 x 如何随 t 变化。

习题 9.13. 解释 increasing differences 与交叉偏导数的关系。

习题 9.14. 给出一个不可微但可能具有单调比较静态的例子。

习题 9.15. 为什么 increasing differences 比单纯一阶条件更适合离散选择？

D 类：Topkis 定理

习题 9.16. 陈述 Topkis 定理的经济含义。

习题 9.17. 为什么有限格上最大最优选择存在？

习题 9.18. 若最优选择不唯一，Topkis 定理还能给出什么结论？

习题 9.19. 解释单调选择和唯一选择的区别。

习题 9.20. 比较 Topkis 方法和隐函数方法。
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E 类：经济应用

习题 9.21. 在投资模型中，若生产率提高增加投资边际收益，说明最优投资方向。

习题 9.22. 在进入模型 ze− ce 中，进入决策如何随 z 变化？

习题 9.23. 在进入模型 ze− ce 中，进入决策如何随 c 变化？

习题 9.24. 解释战略互补的含义。

习题 9.25. 解释战略替代的含义。

F 类：综合

习题 9.26. 为什么格方法适合多值最优选择？

习题 9.27. 为什么格方法适合不可微目标函数？

习题 9.28. 说明超模性如何帮助证明均衡比较静态。

习题 9.29. 本章哪些内容将在博弈论中再次出现？

习题 9.30. 本章哪些内容将在动态投资或搜索模型中再次出现？

9.11 Solutions

本章题解的主线是序结构。先确认选择集合是否有偏序或格结构，再检查超模性或 in-
creasing differences，最后用单调选择或 Topkis 直觉解释比较静态方向。

解答 9.1. 在逐坐标序下，join 是逐坐标最大值，meet 是逐坐标最小值。因此若两个向量
的对应坐标分别为 (2, 5) 和 (3, 1)，则

x ∨ y = (3, 5), x ∧ y = (2, 1).

这个计算是格方法的基本操作。

解答 9.2. 不可比较，因为第一个向量第一坐标较低但第二坐标较高。

解答 9.3. 任意两个实数 x, y 的 join 为 max{x, y}，meet 为 min{x, y}，所以是格。

解答 9.4. 任意两个 0-1 向量逐坐标取最大和最小后仍是 0-1 向量，因此 join 和 meet 都存
在。
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解答 9.5. 多商品消费束在逐坐标序下通常只是偏序。例如一个消费束有更多食物但更少
住房，另一个相反，二者不可比较。

解答 9.6. 若 f 二阶可微，检验 increasing differences 的常用充分条件是交叉偏导数非负。
这里

fxy = 1 > 0.

因此一个变量越高，提高另一个变量的边际收益越大，函数具有 increasing differences。

解答 9.7. 交叉偏导数为 −1 < 0，所以具有 decreasing differences。

解答 9.8. 一个变量越高，提高另一个变量的边际收益越大，表示互补性。

解答 9.9. 它既超模也次模，因为交叉项为零，交叉偏导数为 0。

解答 9.10. 交叉偏导数为 1 > 0，所以具有互补性。

解答 9.11. 最大化 f(x, t) = tx− x2。一阶条件为

∂f

∂x
= t− 2x = 0.

所以

x∗(t) = t/2.

由于 dx∗/dt = 1/2 > 0，最优选择随参数 t 上升。这与 increasing differences 的方向判断一
致。

解答 9.12. 一阶条件 −t− 2x = 0，所以 x∗ = −t/2，随 t 上升而下降。

解答 9.13. 在二阶可微情形，非负交叉偏导数是 increasing differences 的充分条件。

解答 9.14. 例如 f(x, t) = tx− |x|。它在 x = 0 不可微，但最优选择随 t 具有单调结构。

解答 9.15. 离散选择没有导数，因此不能依赖交叉偏导数。但 increasing differences 的定
义本身是差分形式：

f(x′, t′)− f(x, t′) ≥ f(x′, t)− f(x, t).

它只比较“高选择相对低选择的收益差”如何随参数变化。因此即使 x ∈ {0, 1}，仍然可以
用这个差分不等式判断单调比较静态。

解答 9.16. 若目标函数具有互补性和 increasing differences，则参数上升会使较高选择更有
吸引力，最优选择可单调上升。
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解答 9.17. 有限集合的任意非空子集都有最大元素，因此最优集合的最大选择存在。

解答 9.18. 它通常保证最大最优选择和最小最优选择随参数单调。

解答 9.19. 唯一选择要求每个参数下只有一个最优点；单调选择只要求能选出随参数单调
变化的最优点。

解答 9.20. 隐函数方法通常从一阶条件 F (x, t) = 0 出发，需要可微性、局部唯一性和

Fx 6= 0，结论是局部导数
dx

dt
= −Ft

Fx
.

Topkis 方法不要求导数，也允许多值和离散选择；它用 increasing differences 和格结构给
出最优选择随参数单调的方向。代价是它通常不给精确导数，只给方向性结论。

解答 9.21. 若生产率提高增加投资边际收益，则最优投资随生产率上升。

解答 9.22. 当 z 上升，进入收益增加，进入决策从不进入转向进入，单调不减。

解答 9.23. 若进入收益为

Π(e, c) = Re− ce, e ∈ {0, 1},

进入相对不进入的收益差为

Π(1, c)− Π(0, c) = R− c.

当 c 上升，这个差下降，所以进入更不有利。最优进入决策随成本 c 单调不增。

解答 9.24. 战略互补表示他人行动越高，自己的高行动越有吸引力，最佳反应上升。

解答 9.25. 战略替代表示他人行动越高，自己的高行动越不有吸引力，最佳反应下降。

解答 9.26. 因为格方法直接处理最优集合，并可研究最大和最小选择的单调性，不要求唯
一最优。

解答 9.27. 它基于序和差分比较，而不是导数，因此适合不可微目标。

解答 9.28. 若各玩家最佳反应单调，均衡集合也常具有单调比较静态结构。

解答 9.29. 战略互补、最佳反应对应、单调均衡选择和超模博弈会再次出现。

解答 9.30. 状态和行动的单调性、投资随生产率变化、搜索保留工资随参数变化等都会再
次出现。
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9.12 Computation Lab
例 9.9 (有限格上的 argmax). 令 X = {0, 1, 2}，f(x, t) = xt − x2。对每个 t 枚举三个 x，

记录最大化点，可以观察最优选择随 t 单调上升。

例 9.10 (最佳反应表). 在二人博弈中，可以把对手行动 aj 离散为网格，对每个 aj 枚举自

己的最优行动 ai。若最佳反应表随 aj 单调上升，就呈现战略互补。

例 9.11 (多值最优的选择规则). 若某些参数下有多个最优点，数值程序可以分别记录最小
最优选择和最大最优选择。Topkis 定理关心的正是这些选择的单调性。



第十章 偏好、效用与需求理论

10.1 从选择关系到消费者问题

经济学中的消费者理论不是从效用函数开始，而是从比较开始。给定消费集 X ⊆ RL
+，

消费者面对两个消费束 x, y ∈ X 时，可以说 x 至少和 y 一样好，记为 x � y。效用函数只

是这种比较关系的数值表示。

这种顺序很重要。若先写下某个函数 u(x)，容易误以为效用的数值大小和单位本身有

含义；若先写偏好，则会看到核心对象是排序，而不是数值。

10.2 偏好关系

定义 10.1 (偏好关系). 消费集 X 上的偏好关系是一个二元关系 �⊆ X ×X。若 x � y，读

作 x 至少和 y 一样好。

定义 10.2 (严格偏好与无差异). 给定偏好 �，定义

x � y ⇐⇒ x � y 且不是 y � x,

并定义

x ∼ y ⇐⇒ x � y 且 y � x.

定义 10.3 (理性偏好). 偏好 � 是理性的，如果它满足：

1. 完备性：对任意 x, y ∈ X，有 x � y 或 y � x。

2. 传递性：若 x � y 且 y � z，则 x � z。

完备性保证消费者可以比较任意两个消费束；传递性排除循环选择。两者共同使偏好

成为可用于优化的排序结构。

107
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10.3 效用表示

定义 10.4 (效用表示). 函数 u : X → R 表示偏好 �，如果对任意 x, y ∈ X，

x � y ⇐⇒ u(x) ≥ u(y).

效用表示不是唯一的。若 u 表示 �，且 ϕ : R → R 严格递增，则 ϕ ◦ u 也表示同一个
偏好。经济含义是：序数效用只记录排序，不记录强度单位。

例 10.1 (单调变换不改变偏好). 令 u(x1, x2) = x1x2，并取严格递增函数 ϕ(t) = log t。在
x1, x2 > 0 上，

ϕ(u(x)) = logx1 + logx2.

若 u(x) ≥ u(y)，则 logu(x) ≥ logu(y)；反过来也成立。因此 x1x2 和 logx1 + logx2 表示
同一偏好。后者更容易求导，但它没有改变消费者的排序。

命题 10.1 (有限集上的效用表示). 若 X 是有限集，且 � 完备、传递，则存在效用函数
u : X → R 表示 �。

证明. 把 x ∈ X 的效用定义为不严格劣于 x 的元素个数：

u(x) = #{y ∈ X : x � y}.

若 x � y，则由传递性，凡是 y � z 的 z，也有 x � z，所以 u(x) ≥ u(y)。反过来，若不

是 x � y，完备性给出 y � x，于是 y 严格排在 x 前，计数排序给出 u(y) > u(x)。因此

u(x) ≥ u(y) 当且仅当 x � y。

在无限消费集上，理性偏好未必能由连续效用表示。连续性假设正是为了把偏好和拓

扑结构连接起来。

10.4 连续性、单调性与凸性

定义 10.5 (连续偏好). 若对任意 x ∈ X，集合

{y ∈ X : y � x}, {y ∈ X : x � y}

都是闭集，则称偏好 � 连续。

连续性排除突跳式排序。词典序偏好满足完备性和传递性，却不能由通常拓扑下的连

续效用表示，正是因为它对第一坐标的微小差异赋予绝对优先权。
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定义 10.6 (单调性与局部非饱和). 若 x ≥ y 且 x 6= y 蕴含 x � y，则偏好强单调。若对任

意 x ∈ X 和任意邻域 U 都存在 y ∈ U ∩X 使 y � x，则偏好局部非饱和。

强单调性说更多商品总是更好；局部非饱和性弱一些，只要求任一点附近总能找到更

好的消费束。消费者理论中，局部非饱和性常用于证明预算约束会被花完。

定义 10.7 (凸偏好). 偏好 � 是凸的，如果对任意 x ∈ X，上等值集

U(x) = {y ∈ X : y � x}

是凸集。若对任意 y, z � x、y 6= z 和 λ ∈ (0, 1)，有

λy + (1− λ)z � x,

则偏好严格凸。

凸偏好表达多样化偏好：两个都足够好的消费束，其混合也足够好。若效用函数 u 表

示偏好，则凸偏好等价于 u 的上水平集凸，也就是 u 拟凹。

例 10.2 (凸偏好的混合读法). 设效用为 u(x1, x2) = min{x1, x2}。消费束 y = (2, 4) 和

z = (4, 2) 都达到效用 2。它们的平均为

1

2
y +

1

2
z = (3, 3),

效用为 3，严格高于 2。这说明消费者喜欢把两种互补商品配平；两个足够好的消费束混合

后反而更好，是凸偏好的典型表现。

10.5 预算集与消费者问题

给定价格 p ∈ RL
++ 和财富 w ≥ 0，预算集为

B(p, w) = {x ∈ RL
+ : p · x ≤ w}.

消费者问题是

max
x∈B(p,w)

u(x).

例 10.3 (画预算线并读出截距). 若 p1 = 2、p2 = 4、w = 16，预算线为

2x1 + 4x2 = 16.

令 x2 = 0，得 x1 = 8；令 x1 = 0，得 x2 = 4。斜率为

−p1
p2

= −1

2
.

价格比给出预算线斜率，也就是市场允许消费者用一种商品交换另一种商品的比率。
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命题 10.2 (预算集紧致). 若 p� 0 且 w ≥ 0，则 B(p, w) 非空、闭、有界，因此在 RL 中

紧致。

证明. 零向量属于预算集，所以非空。预算集由闭半空间和 RL
+ 的交给出，所以闭。对任意

x ∈ B(p, w)，有 plxl ≤ w，因此 0 ≤ xl ≤ w/pl。故预算集有界。由 Heine-Borel 定理，闭
且有界的子集紧致。

定义 10.8 (Walrasian demand). 给定效用表示 u，Marshallian 或 Walrasian demand 对应
定义为

X(p, w) = arg max
x∈B(p,w)

u(x).

命题 10.3 (需求存在). 若 p� 0、w ≥ 0，且 u 在 RL
+ 上连续，则 X(p, w) 非空。

证明. 预算集紧致且非空，连续函数在紧集上达到最大值。

例 10.4 (连续性保证需求达到). 令 u(x1, x2) = x1 + x2，价格 p = (1, 2)，财富 w = 4。预

算集是闭且有界的三角形，效用函数连续，所以最优解一定存在。直接比较每元效用：商

品 1 每元带来 1 单位效用，商品 2 每元带来 1/2 单位效用，因此最优为

x∗ = (4, 0).

存在性命题先保证“最大值在预算集内达到”，再由具体效用和价格读出最优点。

10.6 需求的基本性质

命题 10.4 (Walras 法则). 若偏好局部非饱和，且 x ∈ X(p, w)，则

p · x = w.

证明. 若 p · x < w，则因为预算不等式有松弛，在 x 的充分小邻域内仍存在可行消费束。

局部非饱和性给出某个 y 满足 y � x 且 p · y ≤ w，这与 x 最优矛盾。

命题 10.5 (零次齐次性). 对任意 α > 0，有

B(αp, αw) = B(p, w),

因此

X(αp, αw) = X(p, w).

证明. 因为 αp · x ≤ αw 当且仅当 p · x ≤ w，两个预算集相同，最优解集合也相同。



10.7 间接效用、支出函数与对偶 111

命题 10.6 (凸值需求). 若偏好凸，且 x, y ∈ X(p, w)，则对任意 λ ∈ [0, 1]，

λx+ (1− λ)y ∈ X(p, w).

证明. 预算集是凸集，所以混合消费束可行。由于 x 与 y 都最优，二者彼此无差异。凸偏

好说明二者的混合至少和 x 一样好，因此也达到最大效用。

若偏好严格凸，则需求至多单值。结合连续效用和紧预算集，可以得到唯一需求函数。

例 10.5 (Cobb-Douglas 需求的完整推导). 最大化

α logx1 + (1− α) logx2

且 p1x1 + p2x2 = w。Lagrangian 为

L = α logx1 + (1− α) logx2 + λ(w − p1x1 − p2x2).

一阶条件为
α

x1
= λp1,

1− α

x2
= λp2.

乘以 xi 后可知两种商品支出份额分别为 α 和 1− α，所以

x∗1 =
αw

p1
, x∗2 =

(1− α)w

p2
.

例 10.6 (完全替代的角点). 设 u(x) = 2x1 + x2，价格 p = (1, 1)，财富 w = 10。每花 1 元，
商品 1 带来 2 单位效用，商品 2 带来 1 单位效用。因此最优选择是

x∗ = (10, 0).

若价格改为 p = (2, 1)，两种商品每元效用都为 1，预算线上所有点都最优。角点和多值需
求都来自同一个线性偏好。

10.7 间接效用、支出函数与对偶

定义 10.9 (间接效用函数). 间接效用函数定义为

v(p, w) = max
x∈B(p,w)

u(x).

它把价格和财富映射到消费者能够达到的最高效用。直接问题给定预算求最大效用；对

偶问题给定目标效用求最小支出。
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定义 10.10 (支出函数与 Hicksian demand). 给定效用目标 ū，支出函数为

e(p, ū) = min
x∈RL

+

{p · x : u(x) ≥ ū}.

达到该最小值的消费束称为 Hicksian demand，记为 h(p, ū)。

Marshallian demand 回答“在财富 w 下买什么”；Hicksian demand 回答“达到效用 ū

最便宜怎么买”。这正是 Ch07 对偶思想在消费者理论中的具体形态。

例 10.7 (Hicksian demand 的手算). 令 u(x1, x2) = x
1/2
1 x

1/2
2 ，目标效用为 ū。支出最小化问

题是

min
x≥0

p1x1 + p2x2 s.t. x1x2 ≥ ū2.

内点条件给出 p1/p2 = x2/x1，再结合 x1x2 = ū2，得到

h1(p, ū) = ū

√
p2
p1
, h2(p, ū) = ū

√
p1
p2
.

与 Marshallian demand 不同，这里财富不是给定的，而是由达到目标效用所需的最低支出
内生决定。

10.8 可微情形的两个恒等式

在内点、单值、可微且正则的情形，包络定理给出两个重要公式。

命题 10.7 (Roy 恒等式，形式版). 若 v 可微且 vw(p, w) 6= 0，则 Marshallian demand 的第
l 个分量满足

xl(p, w) = −vpl(p, w)
vw(p, w)

.

证明. 消费者问题的 Lagrangian 为

L = u(x) + λ(w − p · x).

包络定理给出 vw = λ，以及 vpl = −λxl。两式相除得到结论。

例 10.8 (Roy 恒等式的手算). 设 Cobb-Douglas 间接效用为

v(p, w) = Cwp−α1 p
−(1−α)
2 .

则

vp1 = − α

p1
v, vw =

v

w
.
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Roy 恒等式给出
x1 = −vp1

vw
=
αw

p1
.

这说明间接效用对价格的敏感度包含了需求信息。

命题 10.8 (Shephard 引理，形式版). 若支出函数 e 对 pl 可微，且 Hicksian demand 单值，
则

hl(p, ū) =
∂e(p, ū)

∂pl
.

证明. 支出最小化的目标函数是 p · x。在正则情形下应用包络定理，价格 pl 的边际变化对

最小支出的影响等于最优购买量 hl。

10.9 与前面章节的连接

本章几乎调用了第一卷前半部分的全部工具。偏好是关系；预算集是凸紧集合；效用

最大化依赖最大值定理；需求对应是参数化最优解；KKT 给出可计算的一阶条件；对偶性
解释支出函数；比较静态分析价格、财富和政策参数变化如何影响需求。

10.10 本章小结

消费者理论的数学核心是：用偏好关系描述选择排序，用效用函数表示偏好，用预算

集表达约束，用最大化问题定义需求，再通过对偶问题得到支出函数和补偿需求。下一章

将把同样的优化、凸性和对偶语言用于生产者问题。

10.11 Exercises
习题 10.1. 证明由效用函数表示的偏好一定完备且传递。

习题 10.2. 设 u 表示偏好，ϕ 严格递增。证明 ϕ ◦ u 表示同一偏好。

习题 10.3. 给定有限集合 X = {a, b, c}，偏好满足 a � b ∼ c。构造一个效用表示。

习题 10.4. 说明为什么完备性不蕴含传递性，并给出三元素反例。

习题 10.5. 设 u(x) = x1 + x2。证明它表示的偏好强单调。

习题 10.6. 设 u(x) = min{x1, x2}。该偏好是否强单调？是否局部非饱和？

习题 10.7. 证明若 u 连续，则集合 {x : u(x) ≥ c} 闭。
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习题 10.8. 证明凹效用函数表示凸偏好。

习题 10.9. 证明拟凹效用函数表示凸偏好。

习题 10.10. 证明预算集 B(p, w) 是凸集。

习题 10.11. 若某个价格 pl = 0，预算集一定紧致吗？解释。

习题 10.12. 证明连续效用在预算集上一定达到最大值。

习题 10.13. 证明局部非饱和偏好下任意最优消费都花完整个预算。

习题 10.14. 证明需求对应关于 (p, w) 零次齐次。

习题 10.15. 若偏好严格凸，证明需求至多单值。

习题 10.16. 求 u(x) = x1x2 在价格 p1, p2 > 0、财富 w > 0 下的 Marshallian demand。

习题 10.17. 求 u(x) = xα1x
1−α
2 的 Marshallian demand。

习题 10.18. 求 u(x) = ax1 + bx2 的 Marshallian demand，并讨论三种情形。

习题 10.19. 求 u(x) = min{x1, 2x2} 的 Marshallian demand。

习题 10.20. 设 u(x) =
√
x1 + x2、p2 = 1。推导内点需求，并说明财富太低时可能发生什

么。

习题 10.21. 对 Cobb-Douglas demand，验证 Walras 法则。

习题 10.22. 对 Cobb-Douglas demand，验证零次齐次性。

习题 10.23. 求 u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 的间接效用函数。

习题 10.24. 求 u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 的支出函数。

习题 10.25. 对上一题支出函数验证 Shephard 引理。

习题 10.26. 对 Cobb-Douglas 间接效用验证 Roy 恒等式。

习题 10.27. 说明 Marshallian demand 与 Hicksian demand 的区别。

习题 10.28. 若价格 p1 上升，Cobb-Douglas 中商品 1 的需求如何变化？

习题 10.29. 若财富 w 上升，完全互补偏好的需求如何变化？

习题 10.30. 解释为什么消费者理论中的对偶问题可以看作 Ch07 对偶思想的应用。
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10.12 Solutions

本章题解围绕消费者问题展开。做题时先写预算集，再判断偏好性质；需求计算题通

常先判断角点、内点或多值，再用一阶条件、预算约束和 Walras 法则求解。

解答 10.1. 由效用表示的定义，x � y 当且仅当 u(x) ≥ u(y)。对任意 x, y，两个实数 u(x)

与 u(y) 总可以比较大小，因此必有 u(x) ≥ u(y) 或 u(y) ≥ u(x)，也就是 x � y 或 y � x，

所以完备性成立。

再看传递性。若 x � y 且 y � z，则

u(x) ≥ u(y), u(y) ≥ u(z).

实数序的传递性给出 u(x) ≥ u(z)，于是 x � z。因此任何由实值效用函数表示的偏好必然

是完备且传递的。

解答 10.2. 这里要区分“数值”与“排序”。ϕ ◦ u 的数值通常不同于 u，但只要 ϕ 严格递

增，它不会改变任意两束商品的高低次序：

u(x) ≥ u(y) ⇐⇒ ϕ(u(x)) ≥ ϕ(u(y)).

因此

x � y ⇐⇒ u(x) ≥ u(y) ⇐⇒ (ϕ ◦ u)(x) ≥ (ϕ ◦ u)(y).

所以 ϕ ◦ u 诱导同一偏好排序。这也是为什么效用是序数概念：允许严格递增变换。

解答 10.3. 取 u(a) = 2、u(b) = 1、u(c) = 1。这正好表示 a � b ∼ c。

解答 10.4. 令 X = {a, b, c}，规定 a � b、b � c、c � a，并加上自反关系。任意两点可比

较，所以完备；但 a � b、b � c 却不是 a � c，传递性失败。

解答 10.5. 强单调要求：如果 x ≥ y 且 x 6= y，则 x � y。现在 x ≥ y 表示 x1 ≥ y1、x2 ≥ y2，

而 x 6= y 表示至少有一个坐标严格大于对应坐标。因此

x1 + x2 > y1 + y2.

在 u(x) = x1 + x2 下，这意味着 u(x) > u(y)，所以 x � y。故该偏好强单调。

解答 10.6. 它不是强单调。例如从 (2, 1) 到 (2, 2) 增加第二个商品会提高效用，但从 (2, 1)

到 (3, 1) 效用仍为 1，不严格提高。它局部非饱和，因为在任一点附近同时略微增加两个商
品即可提高 min{x1, x2}。
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解答 10.7. 集合 {x : u(x) ≥ c} = u−1([c,∞))。由于 [c,∞) 是闭集，连续函数的闭集原像

闭。

解答 10.8. 若 u 凹且 u(y) ≥ u(x)、u(z) ≥ u(x)，则

u(λy + (1− λ)z) ≥ λu(y) + (1− λ)u(z) ≥ u(x).

所以上等值集凸。

解答 10.9. 拟凹性的定义就是对任意 c，上水平集 {x : u(x) ≥ c} 是凸集。令 c = u(x)，得

到偏好的上等值集凸。

解答 10.10. 若 x, y ∈ B(p, w)，则 p · x ≤ w、p · y ≤ w。对 λ ∈ [0, 1]，

p · (λx+ (1− λ)y) ≤ λw + (1− λ)w = w.

且非负性保持，所以预算集凸。

解答 10.11. 不一定。若 pl = 0，商品 l 可以无限增加而不改变支出，因此预算集可能无界，

不能保证紧致。

解答 10.12. 当 p� 0 时预算集非空紧致。连续效用在非空紧集上由 Weierstrass 定理达到
最大值。

解答 10.13. 设最优束 x 满足 p · x < w。这说明预算还有正的剩余

ε = w − p · x > 0.

由于价格向量 p� 0，只要 y 足够接近 x，就有 p · y < w，因此 y 仍可行。局部非饱和性

恰好保证在任意小邻域内都存在一个严格更好的 y � x。这与 x 是最优选择矛盾。

所以在局部非饱和偏好和正价格下，任何最优消费束都必须花完预算：

p · x = w.

解答 10.14. 对任意 α > 0，

αp · x ≤ αw ⇐⇒ p · x ≤ w.

预算集完全相同，所以最优解对应完全相同。

解答 10.15. 若存在两个不同最优点 x, y，严格凸偏好给出 λx + (1 − λ)y � x。预算集凸，

所以该混合可行，矛盾。因此至多一个最优点。
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解答 10.16. 最大化 x1x2 等价于最大化 logx1 + logx2，因为 log 严格递增。局部非饱和性
保证预算用尽，所以约束为 p1x1 + p2x2 = w。写 Lagrangian：

L = logx1 + logx2 + λ(w − p1x1 − p2x2).

内点一阶条件给出
1

x1
= λp1,

1

x2
= λp2.

两式分别乘以 x1、x2，得到

1 = λp1x1, 1 = λp2x2.

因此两种商品支出相等。结合预算约束，

p1x1 = p2x2 =
w

2
,

从而

x1 =
w

2p1
, x2 =

w

2p2
.

解答 10.17. 对数化后最大化 α logx1 + (1− α) logx2。一阶条件给出

α

x1
= λp1,

1− α

x2
= λp2.

结合预算约束，得到

x1 =
αw

p1
, x2 =

(1− α)w

p2
.

解答 10.18. 完全替代品 u(x) = ax1 + bx2 的关键是比较每一元钱能带来的边际效用：

a

p1
与

b

p2
.

若 a/p1 > b/p2，把钱花在商品 1 上更划算，需求为 (w/p1, 0)。若 a/p1 < b/p2，把钱花在

商品 2 上更划算，需求为 (0, w/p2)。若二者相等，消费者沿预算线移动时效用不变，因此

整条预算线都是最优。这个例子提醒我们：非严格凸偏好可能导致多值需求。

解答 10.19. 最优时 x1 = 2x2。预算约束给出

p1(2x2) + p2x2 = w,

所以

x2 =
w

2p1 + p2
, x1 =

2w

2p1 + p2
.
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解答 10.20. 内点时
1

2
√
x1

= p1,

所以 x1 = 1/(4p21)，且 x2 = w− p1x1。若 w < p1/(4p
2
1) = 1/(4p1)，财富不足以购买内点最

优的 x1，则角点 x2 = 0 可能出现。

解答 10.21. Cobb-Douglas demand 满足

p1
αw

p1
+ p2

(1− α)w

p2
= αw + (1− α)w = w.

解答 10.22. 把 (p, w) 替换为 (βp, βw)，有

x1 =
αβw

βp1
=
αw

p1
, x2 =

(1− α)βw

βp2
=

(1− α)w

p2
.

解答 10.23. 由 Cobb-Douglas 公式 α = 1/2，

x1 =
w

2p1
, x2 =

w

2p2
.

代入效用：

v(p, w) =

(
w

2p1

)1/2

·
(
w

2p2

)1/2

=
w

2
√
p1p2

.

解答 10.24. 支出最小化问题为

min
x1,x2≥0

p1x1 + p2x2 s.t. √
x1x2 ≥ ū.

在内点，约束绑定为 x1x2 = ū2，切点条件为

MU1

MU2

=
p1
p2

=⇒ x2
x1

=
p1
p2
.

所以 x2 = (p1/p2)x1。代入 x1x2 = ū2，得到

x1 = ū

√
p2
p1
, x2 = ū

√
p1
p2
.

于是

e(p, ū) = 2ū
√
p1p2.

解答 10.25. 由 e(p, ū) = 2ū
√
p1p2，

∂e

∂p1
= ū

√
p2
p1
,

∂e

∂p2
= ū

√
p1
p2
.

这正是达到效用 ū 的 Hicksian demand。
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解答 10.26. 对
v(p, w) = Cwp−α1 p

−(1−α)
2

其中 C = αα(1− α)1−α，有

vp1 = −αv/p1, vw = v/w.

Roy 恒等式给出
−vp1
vw

=
αw

p1
,

即商品 1 的 Marshallian demand。商品 2 同理。

解答 10.27. Marshallian demand 固定价格和财富，问“在预算内最喜欢什么”；Hicksian
demand 固定价格和目标效用，问“达到这个效用最便宜怎么买”。因此前者来自

max
x

u(x) s.t. p · x ≤ w,

后者来自

min
x
p · x s.t. u(x) ≥ ū.

价格变化时，Marshallian demand同时包含替代效应和收入效应；Hicksian demand把效用
水平固定住，所以只刻画补偿后的替代效应。

解答 10.28. Cobb-Douglas 中 x1 = αw/p1。当 p1 上升时，x1 下降，且弹性为 −1。

解答 10.29. 对 u(x) = min{x1, x2}，需求为 x1 = x2 = w/(p1 + p2)。财富 w 上升时两个商

品需求按同一比例线性上升。

解答 10.30. 直接问题是在预算约束下最大化效用；对偶问题是在效用约束下最小化支出。
两者通过同一最优消费束和乘子联系，形式上正是 Ch07 中原问题与对偶问题互相刻画最
优值和影子价格的思想。

10.13 Computation Lab

10.13.1 有限网格上的需求

取价格 p = (1, 2)、财富 w = 10，在网格

{(x1, x2) : x1, x2 ∈ {0, 0.1, . . . , 10}}

上筛选满足 p · x ≤ w 的点，并计算 u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 。网格最大点应接近解析解

x1 = 5, x2 = 2.5.
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10.13.2 需求对应的多值性

令 u(x) = x1 + x2、p = (1, 1)、w = 1。预算线

x1 + x2 = 1

上的每一点都最优。计算实验可以把所有达到最大效用的网格点标出，从而看到需求是集

合而不是单个点。

10.13.3 支出最小化

给定 u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 、目标效用 ū = 2、价格 p = (1, 4)。在网格上搜索满足 u(x) ≥ 2

的消费束，并最小化 p · x。解析解由

h1 = ū

√
p2
p1
, h2 = ū

√
p1
p2

给出，即 h = (4, 1)。

10.13.4 Recommended Checks

1. 改变网格精度，检查数值解是否接近解析解。

2. 同时乘大价格和财富，验证 Marshallian demand 不变。

3. 只提高一个价格，观察 Marshallian demand 和 Hicksian demand 的差异。



第十一章 生产、成本与利润理论

11.1 企业问题的数学形式

消费者理论从偏好和预算集出发；生产者理论从技术和价格出发。企业不是选择最喜

欢的消费束，而是在可行技术集合内选择利润最高的生产计划，或者在给定产量要求下选

择成本最低的投入组合。

本章有两个等价视角。第一是利润最大化：

max
x≥0

pf(x)− w · x,

其中 x 是投入，f(x) 是产出，p 是产出价格，w 是投入价格。第二是成本最小化：

min
x≥0

w · x s.t. f(x) ≥ y.

前者问“价格给定时生产多少最赚钱”，后者问“要生产 y 至少要花多少钱”。

11.2 生产集与生产函数

定义 11.1 (生产集). 生产集 Y ⊆ RL 是所有可行净产出向量的集合。若 yl > 0，商品 l 是

净产出；若 yl < 0，商品 l 是净投入。

生产集语言适合一般均衡，因为它把多投入、多产出统一在一个向量 y 中。单产出企

业则常用生产函数。

定义 11.2 (生产函数). 生产函数 f : Rn
+ → R+ 把投入向量 x 映射为最大可生产产出 f(x)。

定义 11.3 (自由处置). 技术满足自由处置，如果可行计划在减少产出或增加投入后仍然可
行。对生产函数而言，这意味着若 x′ ≥ x，则 f(x′) ≥ f(x)。

命题 11.1 (自由处置与单调最大产出). 若技术满足自由处置，则生产函数 f 单调不减：

x′ ≥ x 蕴含 f(x′) ≥ f(x)。

121
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证明. 若 x 能生产 f(x)，则投入 x′ ≥ x 至少可以把多余投入自由处置掉，复制原计划。因

此用 x′ 能达到的最大产出不低于 f(x)。

例 11.1 (自由处置的生产集图像). 设单投入单产出技术为 y ≤
√
x。如果 (x, y) = (4, 2) 可

行，那么 (5, 2) 也可行，因为多投入可以闲置；(4, 1.5) 也可行，因为少生产一些产出不违

反技术约束。自由处置让可行集合在“更多投入、较少产出”的方向上向外延伸。

定义 11.4 (凸技术). 生产集 Y 是凸的，如果 y, z ∈ Y 蕴含 λy + (1 − λ)z ∈ Y 对所有

λ ∈ [0, 1] 成立。

凸技术表示可以混合两种生产计划。对单产出生产函数，若 f 凹，则其上图集合具有

凸性，成本最小化问题通常表现良好。

11.3 规模报酬

定义 11.5 (规模报酬). 给定生产函数 f，若对所有 t ≥ 1：

f(tx) = tf(x),

则为常数规模报酬；若 f(tx) > tf(x)，则为递增规模报酬；若 f(tx) < tf(x)，则为递减规

模报酬。

规模报酬决定利润最大化的形状。常数规模报酬下，若某个生产计划有正利润，按比

例放大会让利润无界；若所有计划利润不正，则最优利润为零，企业可能选择不生产。

例 11.2 (规模报酬的快速判断). 令 f(x) = xα。把投入放大 t ≥ 1 倍，有

f(tx) = tαxα.

若 α = 1，则产出也放大 t 倍，是常数规模报酬；若 α > 1，产出放大超过 t 倍，是递增规

模报酬；若 0 < α < 1，产出放大小于 t倍，是递减规模报酬。这个判断直接来自齐次次数。

11.4 利润最大化

设产出价格为 p > 0，投入价格为 w � 0。企业的利润最大化问题为

π(p, w) = max
x≥0

{pf(x)− w · x}.

达到最大值的投入选择称为无条件要素需求，产出 f(x) 称为供给。
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命题 11.2 (内点一阶条件). 若 f 可微且最优投入 x∗ � 0，则

p
∂f

∂xi
(x∗) = wi, i = 1, . . . , n.

证明. 内点最优点使目标函数对每个投入的一阶导数为零：

pfi(x
∗)− wi = 0.

这说明投入 i 的边际收益产品等于其价格。

若 f 凹，利润目标 pf(x)−w · x 也是凹函数，一阶条件不仅必要，而且在适当正则条
件下充分。

例 11.3 (线性技术下的角点供给). 设 f(x) = ax，利润为

π(x) = pax− wx = (pa− w)x.

若 pa < w，每多用一单位投入都会亏损，最优选择 x∗ = 0。若 pa = w，任意产量利润都

为零。若 pa > w 且没有容量约束，利润随 x 无界上升。这个例子说明，线性或常数规模

技术下未必有内点一阶条件决定的有限最优解。

例 11.4 (递减报酬下的利润函数). 设 f(x) =
√
x。利润最大化问题为

max
x≥0

p
√
x− wx.

一阶条件给出 p/(2
√
x) = w，所以

x∗ =
p2

4w2
, y∗ =

p

2w
.

代回利润：

π(p, w) = p
p

2w
− w

p2

4w2
=

p2

4w
.

11.5 利润函数的性质

定义 11.6 (利润函数). 利润函数定义为

π(p, w) = sup
x≥0

{pf(x)− w · x}.

命题 11.3 (利润函数一次齐次). 对任意 α > 0，

π(αp, αw) = απ(p, w).
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证明. 对任意 x，有

αpf(x)− αw · x = α{pf(x)− w · x}.

对 x 取上确界即得结论。

例 11.5 (Hotelling 引理的手算). 若上一例中 π(p, w) = p2/(4w)，则

∂π

∂p
=

p

2w
= y∗, − ∂π

∂w
=

p2

4w2
= x∗.

利润函数对产出价格的导数给出供给，对投入价格导数的相反数给出投入需求。

命题 11.4 (利润函数关于价格凸). 把所有商品价格写成向量 q，利润函数可写为

π(q) = sup
y∈Y

q · y.

则 π 关于 q 是凸函数。

证明. 对每个固定 y，函数 q 7→ q · y 是线性的。线性函数族的逐点上确界是凸函数。

例 11.6 (Cobb-Douglas 成本最小化推导). 设 f(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 ，目标产量为 y。最小化

w1x1 + w2x2 s.t. x
1/2
1 x

1/2
2 ≥ y.

内点条件给出
x2
x1

=
w1

w2

, x1x2 = y2.

解得

xc1 = y

√
w2

w1

, xc2 = y

√
w1

w2

,

成本为 c(w, y) = 2y
√
w1w2。

例 11.7 (Shephard 引理读出条件要素需求). 由上一个 Cobb-Douglas 成本函数

c(w, y) = 2y
√
w1w2

可得
∂c

∂w1

= y

√
w2

w1

,
∂c

∂w2

= y

√
w1

w2

.

这正好等于条件要素需求 xc1, x
c
2。因此成本函数不只是一个最小支出数值，它的价格导数

还记录了企业在成本最小化时使用多少投入。

命题 11.5 (Hotelling 引理，形式版). 若利润函数 π(q) 在 q 处可微，且最优净供给唯一为

y(q)，则

∇qπ(q) = y(q).

证明. 利润函数是值函数 supy∈Y q · y。在唯一最优和可微正则条件下应用包络定理，价格
ql 的边际变化对最大利润的影响等于最优净供给 yl(q)。
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11.6 成本最小化

给定目标产量 y ≥ 0，成本最小化问题为

c(w, y) = min
x≥0

{w · x : f(x) ≥ y}.

达到最小值的投入向量称为条件要素需求，记为 xc(w, y)。

命题 11.6 (成本函数一次齐次). 对任意 α > 0，

c(αw, y) = αc(w, y).

证明. 可行集合 {x : f(x) ≥ y} 不随投入价格变化。目标函数从 w · x 变成 αw · x，所以最
小值乘以 α。

命题 11.7 (成本函数关于投入价格凹). 对固定 y，函数 w 7→ c(w, y) 是凹函数。

证明. 成本函数是可行投入集合上所有线性函数 w 7→ w · x 的逐点下确界。线性函数族的
逐点下确界是凹函数。等价地，设 w = λw1 + (1− λ)w2，则

c(w, y) = inf
x
{λw1 · x+ (1− λ)w2 · x} ≥ λc(w1, y) + (1− λ)c(w2, y).

命题 11.8 (Shephard 引理，形式版). 若成本函数 c(w, y) 对 wi 可微，且条件要素需求唯

一，则
∂c(w, y)

∂wi
= xci(w, y).

证明. 成本最小化的目标函数是 w · x。在唯一最优和可微正则条件下应用包络定理，投入
价格 wi 的边际变化对最小成本的影响等于最优使用量 xci。

11.7 成本与利润的对偶

利润最大化可以分两步看：先问生产 y 的最小成本 c(w, y)，再选择最优产量：

π(p, w) = sup
y≥0

{py − c(w, y)}.

若 c 可微且内点产量最优，则

p =
∂c(w, y)

∂y
.

也就是说，竞争性企业选择边际成本等于产出价格的产量。

这与消费者理论完全平行。消费者直接问题给出间接效用，支出最小化给出支出函数；

企业直接问题给出利润函数，成本最小化给出成本函数。
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例 11.8 (边际成本曲线给出供给). 设成本函数

c(y) = 10 + y2.

竞争性企业最大化 py − c(y)。内点一阶条件为 p = 2y。因此供给为 y(p) = p/2，但固定成

本 10 会影响利润是否为正：

π(p) = p
p

2
− 10−

(p
2

)2
=
p2

4
− 10.

短期可继续生产，长期进入退出则要看利润符号。

11.8 常数规模报酬与零利润

若技术常数规模报酬，成本函数通常满足

c(w, y) = yc(w, 1).

于是

π(p, w) = sup
y≥0

y{p− c(w, 1)}.

若 p < c(w, 1)，最优为不生产，利润为零；若 p = c(w, 1)，任意产量都可获得零利润；若

p > c(w, 1)，利润无界。这就是长期竞争均衡中零利润条件的数学来源。

例 11.9 (单位成本和供给决策). 若常数规模报酬技术的单位成本为 c(w, 1) = 5，则生产 y

的成本为 5y。利润为

π(y) = py − 5y = (p− 5)y.

若 p < 5，最优不生产；若 p = 5，任意产量零利润；若 p > 5，没有容量限制时利润无界。

长期竞争模型中的零利润条件正来自这里。

11.9 本章小结

生产者理论把凸分析、KKT 和对偶性转化为企业决策语言。利润函数来自最大化，成
本函数来自最小化；Hotelling 引理和 Shephard 引理都是包络定理的应用；常数规模报酬
下的零利润条件则连接单个企业优化和一般均衡价格支持。下一章将引入固定点方法，为

均衡存在性做准备。
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11.10 Exercises
习题 11.1. 解释生产集 Y ⊆ RL 中正分量和负分量的经济含义。

习题 11.2. 证明自由处置意味着生产函数单调不减。

习题 11.3. 给出一个不满足自由处置的生产函数例子，并解释。

习题 11.4. 判断 f(x) = xα 在 α < 1、α = 1、α > 1 时的规模报酬。

习题 11.5. 证明若 f 凹，则利润目标 pf(x)− w · x 是凹函数。

习题 11.6. 设 f(x) =
√
x。求利润最大化的投入、产出和利润。

习题 11.7. 设 f(x) = log(1 + x)。写出内点利润最大化的一阶条件。

习题 11.8. 设 f(x) = ax。讨论利润最大化的三种情形。

习题 11.9. 证明利润函数关于所有价格一次齐次。

习题 11.10. 证明利润函数关于价格凸。

习题 11.11. 证明若产出价格固定，利润函数关于投入价格 w 是凸函数。

习题 11.12. 设 π(p, w) = p2/(4w)。用 Hotelling 引理求供给和投入需求。

习题 11.13. 写出生产 y 的成本最小化问题。

习题 11.14. 证明成本函数关于投入价格一次齐次。

习题 11.15. 证明成本函数关于投入价格凹。

习题 11.16. 设 f(x) =
√
x。求成本函数。

习题 11.17. 设 f(x1, x2) = min{x1, x2}。求成本函数和条件要素需求。

习题 11.18. 设 f(x1, x2) = x1 + x2。求成本函数，并讨论 w1 = w2 的多值情形。

习题 11.19. 设 f(x1, x2) =
√
x1x2。求成本函数。

习题 11.20. 对上一题验证 Shephard 引理。

习题 11.21. 设 c(w, y) = y(w
1/2
1 + w

1/2
2 )2。求条件要素需求。

习题 11.22. 若成本函数为 c(y) = F + cy，求竞争性企业供给。
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习题 11.23. 若成本函数为 c(y) = F + ay2，求内点供给。

习题 11.24. 证明常数规模报酬下 c(w, y) = yc(w, 1)。

习题 11.25. 解释常数规模报酬下为什么正单位利润会导致利润无界。

习题 11.26. 比较消费者的支出函数和企业的成本函数。

习题 11.27. 比较消费者的间接效用函数和企业的利润函数。

习题 11.28. 用 KKT 条件写出成本最小化问题的必要条件。

习题 11.29. 解释边际技术替代率等于投入价格比的含义。

习题 11.30. 说明固定成本为什么影响利润但不影响内点边际产量选择。

11.11 Solutions
本章题解围绕企业的两个问题展开：利润最大化和成本最小化。利润题看边际收益产

品与投入价格，成本题看条件要素需求与产量约束；对偶题要把 Hotelling 和 Shephard 都
理解成包络定理。

解答 11.1. 正分量表示该商品作为净产出被生产出来；负分量表示该商品作为净投入被使
用。净产出向量把投入和产出放在同一个商品空间中。

解答 11.2. 若 x′ ≥ x，则 x′ 至少包含 x 中的全部投入。企业可以先用其中的 x 部分复制

原来的生产计划，再把多出的 x′ − x 作为多余投入自由处置。自由处置的含义正是“多出

来的投入不会迫使企业产出更少”。因此使用 x′ 时至少能达到 f(x)，从而

f(x′) ≥ f(x).

这说明自由处置在生产函数表示下对应投入单调性。

解答 11.3. 例如 f(x) = −(x− 1)2 + 1 在 x > 1 后随投入增加而下降。这表示过多投入会

降低产出，且不能把多余投入无成本丢弃，因此不满足自由处置。

解答 11.4. 考察把所有投入同时放大 t > 1 倍后的产出：

f(tx) = (tx)α = tαxα = tαf(x).

规模报酬比较的是 f(tx) 与 tf(x)。若 α < 1，则 tα < t，产出增加比例小于投入增加比例，

是递减规模报酬；若 α = 1，则 f(tx) = tf(x)，是常数规模报酬；若 α > 1，则 tα > t，是

递增规模报酬。
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解答 11.5. 凹函数乘以正数仍凹，线性函数 −w ·x既凹又凸。凹函数与线性函数之和仍凹。

解答 11.6. 目标为
max
x≥0

p
√
x− wx.

由于
√
x 凹，目标函数是凹函数，内点一阶条件足以刻画最优解。边际收益产品为

pf ′(x) =
p

2
√
x
,

令其等于投入价格 w，得
p

2
√
x
= w.

所以

x∗ =
p2

4w2
, y∗ =

p

2w
.

代回利润：

π = p
p

2w
− w

p2

4w2
=

p2

4w
.

经济含义是：最优时最后一单位投入带来的产出收入刚好等于其成本。

解答 11.7. 目标为 p log(1 + x)− wx。内点一阶条件是

p

1 + x
= w.

若 p > w，内点解为 x = p/w − 1；否则角点 x = 0。

解答 11.8. 利润为 (pa − w)x。若 pa < w，最优不生产；若 pa = w，任意 x 都给出零利

润；若 pa > w，利润随 x 线性上升且无界。

解答 11.9. 对任意 α > 0，

π(αq) = sup
y∈Y

αq · y = α sup
y∈Y

q · y = απ(q).

解答 11.10. 利润函数可以写为
π(q) = sup

y∈Y
q · y.

对每个固定的生产计划 y，函数 q 7→ q · y 都是线性的。利润函数是在所有可行 y 上取这些

线性函数的逐点上确界。逐点上确界保持凸性，因此 π(q) 关于价格 q 是凸的。

直觉是：价格变化时，企业可以重新选择最有利的生产计划；这种“可重新优化”的

上包络结构使值函数呈凸形。

解答 11.11. 若把利润写成 π(p, w) = supx{pf(x)−w · x}，它关于 w 是线性函数族 −w · x
的上确界，因此关于 w 是凸的。
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解答 11.12. 由前面的计算，利润函数为 π(p, w) = p2/(4w)。Hotelling 引理说，在内点且
可微时，利润函数对产出价格的偏导数给出供给：

y =
∂π

∂p
=

p

2w
.

对投入价格求偏导：
∂π

∂w
= − p2

4w2
.

投入价格上升会降低利润，因此偏导为负。投入需求取其相反数：

x = − ∂π

∂w
=

p2

4w2
.

这与直接利润最大化得到的 x∗ 一致。

解答 11.13. 成本最小化问题是

c(w, y) = min
x≥0

w · x s.t. f(x) ≥ y.

解答 11.14. 可行集合不依赖 w。把 w 改为 αw 只会把每个可行投入的成本乘以 α，所以

最小成本也乘以 α。

解答 11.15. 成本函数关于投入价格应为凹函数。令 x(w) 是价格 w 下的最优投入，直接

用最小化值函数的性质证明：对 w = λw1 + (1− λ)w2，

c(w, y) = inf
x
[λw1 · x+ (1− λ)w2 · x] ≥ λc(w1, y) + (1− λ)c(w2, y).

不等号的方向来自“同一个 x”未必同时分别最小化两个价格下的成本。于是 c(·, y) 关于
投入价格凹。直觉上，价格取平均时，企业的重新选择能力会使成本不低于两个最小成本

的平均。

解答 11.16. 约束
√
x ≥ y 等价于 x ≥ y2。因此

c(w, y) = wy2.

解答 11.17. 要使 min{x1, x2} ≥ y，必须 x1 ≥ y、x2 ≥ y。最低成本选择 x1 = x2 = y，所以

c(w, y) = (w1 + w2)y.

解答 11.18. 若 w1 < w2，使用投入 1，成本 w1y。若 w2 < w1，使用投入 2，成本 w2y。若

w1 = w2，任意满足 x1 + x2 = y 的投入组合都成本最小。总体上

c(w, y) = ymin{w1, w2}.
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解答 11.19. 最小化
w1x1 + w2x2 s.t. √

x1x2 ≥ y.

在正价格下约束绑定，否则可以等比例减少投入并降低成本。因此 x1x2 = y2。内点切点条

件为
MP1

MP2

=
w1

w2

.

对 f(x) =
√
x1x2，有 MP1/MP2 = x2/x1，所以

x2
x1

=
w1

w2

.

结合 x1x2 = y2，解得

x1 = y

√
w2

w1

, x2 = y

√
w1

w2

.

代回成本：

c(w, y) = 2y
√
w1w2.

解答 11.20. 对 c(w, y) = 2y
√
w1w2，

∂c

∂w1

= y

√
w2

w1

,
∂c

∂w2

= y

√
w1

w2

,

与上一题的条件要素需求一致。

解答 11.21. 对 c(w, y) = y(w
1/2
1 + w

1/2
2 )2，由 Shephard 引理，

xc1 = y(w
1/2
1 + w

1/2
2 )w

−1/2
1 ,

xc2 = y(w
1/2
1 + w

1/2
2 )w

−1/2
2 .

解答 11.22. 利润为 py − F − cy = (p− c)y − F。若 p < c，不生产；若 p = c，任意产量

给出同样的经营利润但固定成本仍需处理；若 p > c，没有容量约束时供给无界。

解答 11.23. 利润为 py − F − ay2。内点一阶条件为 p− 2ay = 0，所以

y∗ =
p

2a
.

固定成本不影响该一阶条件。

解答 11.24. 常数规模报酬意味着生产 1 单位的成本最小投入按比例放大 y 倍即可生产 y

单位，因此 c(w, y) ≤ yc(w, 1)。反向不等式由把生产 y 的最小投入缩小 1/y 倍得到，故

c(w, y) = yc(w, 1)。
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解答 11.25. 若每单位产出利润 p− c(w, 1) > 0，生产 y 的利润为 y[p− c(w, 1)]。令 y → ∞，
利润趋于无穷。

解答 11.26. 二者都是给定目标水平时的最小支出函数。消费者支出函数给定目标效用，选
择消费束；企业成本函数给定目标产量，选择投入束。

解答 11.27. 间接效用函数在预算约束下最大化效用，利润函数在技术约束下最大化利润。
二者都是参数化最优化问题的值函数，也都可通过包络定理恢复选择行为。

解答 11.28. 写成约束 y − f(x) ≤ 0、−xi ≤ 0。Lagrangian 可取

L = w · x+ λ(y − f(x))− µ · x.

KKT 条件包括

wi − λfi(x)− µi = 0, λ(y − f(x)) = 0, µixi = 0,

以及可行性和非负乘子条件。

解答 11.29. 内点成本最小化下 wi = λfi。因此

fi
fj

=
wi
wj
.

边际技术替代率等于投入价格比，表示最后一元钱花在不同投入上的产出贡献被拉平。

解答 11.30. 固定成本不随产量变化，所以总成本可写为

C(y) = F + V C(y),

边际成本为

C ′(y) = V C ′(y).

因此在已经生产且内点选择产量时，一阶条件 p = C ′(y) 不含 F，固定成本不改变边际产

量选择。

但固定成本会改变总利润：

π(y) = py − V C(y)− F.

所以它会影响是否进入市场、是否生产以及长期零利润条件。简言之，固定成本不改变“生

产多少”的边际条件，却会改变“值不值得生产”的参与条件。
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11.12 Computation Lab

11.12.1 网格利润最大化

设 f(x) =
√
x、p = 4、w = 2。在网格 x ∈ {0, 0.01, . . . , 10} 上计算

π(x) = 4
√
x− 2x.

解析解为

x∗ =
p2

4w2
= 1, y∗ = 1.

网格最大点应接近 x = 1。

11.12.2 二维成本最小化

设 f(x) =
√
x1x2、目标产量 y = 2、投入价格 w = (1, 4)。在二维网格上筛选满足

√
x1x2 ≥ 2 的点并最小化 x1 + 4x2。解析条件要素需求为

x1 = 4, x2 = 1.

11.12.3 多值条件要素需求

设 f(x) = x1 + x2、w1 = w2 = 1、目标产量 y = 1。所有满足 x1 + x2 = 1 的投入组合

都成本最小。网格实验应显示整条线段都是最优集合。

11.12.4 Recommended Checks

1. 同时乘大所有价格，验证利润函数一次齐次。

2. 同时乘大投入价格，验证成本函数一次齐次。

3. 改变 p 并观察递减报酬技术下供给如何上升。

4. 对常数规模报酬技术，检查 p 高于单位成本时利润无界的数值表现。
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12.1 为什么均衡需要固定点

前两章讨论消费者和企业如何在给定价格下最优化。但均衡不是单个主体的最优选择，

而是所有主体的选择和价格彼此一致。价格影响需求和供给，需求和供给又决定能否支持

这些价格。博弈中也类似：每个玩家的最优行动依赖他人的行动，而均衡要求每个人的行

动都同时是最佳反应。

这类问题都可以写成

x = T (x)

或

x ∈ Φ(x).

前者是单值映射的固定点，后者是对应的固定点。

定义 12.1 (固定点). 设 X 是集合，T : X → X。若 x∗ = T (x∗)，则称 x∗ 是 T 的固定点。

定义 12.2 (对应的固定点). 设 Φ : X ⇒ X 是对应。若 x∗ ∈ Φ(x∗)，则称 x∗ 是 Φ 的固定

点。

例 12.1 (市场清算作为固定点). 设价格调整规则为

T (p) = p+ αz(p),

其中 z(p) 是超额需求，α > 0 是调整速度。若某个价格 p∗ 满足 T (p∗) = p∗，则

p∗ + αz(p∗) = p∗,

所以 z(p∗) = 0。因此固定点正是市场清算价格。真实一般均衡模型会把价格归一化到单纯

形上，但基本思想就是“价格调整后不再变化”。

134
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12.2 Brouwer 固定点定理
定理 12.1 (Brouwer 固定点定理). 设 X ⊆ Rn 非空、紧、凸，且 T : X → X 连续。则存

在 x∗ ∈ X 使

T (x∗) = x∗.

Brouwer 定理适合处理连续单值映射。经济学中，如果某个价格调整规则、需求归一
化规则或策略更新规则是连续函数，并且把紧凸集合映回自身，则存在自洽点。

本书不在这里证明 Brouwer 定理的完整拓扑版本。更重要的是理解它的使用方式：检
查定义域非空、紧、凸；检查映射连续；检查映射不离开定义域。

例 12.2 (一维 Brouwer 的直接检验). 令 T : [0, 1] → [0, 1] 为 T (x) = 1− x2/2。它连续，且

对所有 x ∈ [0, 1]，有 T (x) ∈ [1/2, 1] ⊆ [0, 1]。Brouwer 定理保证存在固定点。直接求解

x = 1− x2

2

得到 x∗ = −1 +
√
3 ∈ [0, 1]。定理的作用是先确认固定点不会不存在，代数求解只是这个

简单例子中的额外便利。

例 12.3 (选择哪个固定点定理). 若 T : [0, 1] → [0, 1] 连续但不一定压缩，可用 Brouwer 保
证存在固定点。若还能证明

|T (x)− T (y)| ≤ 0.7|x− y|,

则可用 Banach，得到存在、唯一和迭代收敛。若最优反应是区间 Φ(x) 而不是点，则要考

虑 Kakutani。若行动空间是格且最佳反应单调，则考虑 Tarski。选择定理的第一步永远是
识别对象：函数、对应、压缩还是单调映射。

12.3 Kakutani 固定点定理
许多经济模型中的最优反应不是函数，而是对应。消费者可能有多个最优消费束，企

业可能有多种最优生产计划，玩家可能有多个最佳反应。此时需要 Kakutani 定理。

定理 12.2 (Kakutani 固定点定理). 设 X ⊆ Rn 非空、紧、凸。若对应 Φ : X ⇒ X 满足：

1. 对每个 x ∈ X，Φ(x) 非空、紧、凸；

2. Φ 上半连续；

则存在 x∗ ∈ X 使 x∗ ∈ Φ(x∗)。
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定义 12.3 (上半连续的直觉). 对应 Φ 上半连续，直觉上意味着：若 xm → x、ym ∈ Φ(xm)、

ym → y，则极限点 y 不会突然跑出 Φ(x)。

在紧值条件下，上半连续常可通过闭图验证。也就是说，若

graph(Φ) = {(x, y) : y ∈ Φ(x)}

是闭集，则极限最优选择仍是极限参数下的可行最优选择。

例 12.4 (闭图检验的直觉). 设

Φ(x) =
{
[0, x], x ∈ [0, 1].

若 xm → x、ym ∈ [0, xm]、且 ym → y，则由 0 ≤ ym ≤ xm 取极限得到 0 ≤ y ≤ x，所以

y ∈ Φ(x)。因此图像是闭的。经济上，这表示当参数和选择同时收敛时，极限选择不会突然

变成不可行选择。

例 12.5 (Kakutani 型最佳反应). 设玩家的策略集合为 [0, 1]，最佳反应对应为

Φ(a) =


{0}, a < 1/2,

[0, 1], a = 1/2,

{1}, a > 1/2.

固定点要求 a ∈ Φ(a)。当 a = 1/2 时，确有 1/2 ∈ [0, 1]，所以 1/2 是固定点。这里在临界

点出现多值，单值连续 Brouwer 不方便，Kakutani 的语言更自然。

12.4 压缩映射

Brouwer和 Kakutani给出存在性，但通常不告诉我们如何计算固定点。压缩映射定理
同时给出存在、唯一和迭代收敛。

定义 12.4 (压缩映射). 设 (X, d) 是度量空间。映射 T : X → X 是压缩映射，如果存在

β ∈ [0, 1)，使对任意 x, y ∈ X，

d(Tx, Ty) ≤ βd(x, y).

定理 12.3 (Banach 压缩映射定理). 若 (X, d) 是完备度量空间，且 T : X → X 是压缩映

射，则 T 存在唯一固定点 x∗。并且从任意 x0 ∈ X 出发，迭代

xn+1 = T (xn)

收敛到 x∗。
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证明. 先证明迭代序列是 Cauchy。由压缩性，

d(xn+1, xn) ≤ βnd(x1, x0).

若 m > n，则

d(xm, xn) ≤
m−1∑
k=n

d(xk+1, xk) ≤
m−1∑
k=n

βkd(x1, x0) ≤
βn

1− β
d(x1, x0).

右侧随 n→ ∞ 收敛到零，所以 (xn) 是 Cauchy。完备性保证存在 x∗ ∈ X 使 xn → x∗。压

缩映射连续，因此

x∗ = limxn+1 = limT (xn) = T (x∗).

最后，若 x∗ 和 y∗ 都是固定点，则

d(x∗, y∗) = d(Tx∗, T y∗) ≤ βd(x∗, y∗).

因为 β < 1，只能有 d(x∗, y∗) = 0，故固定点唯一。

命题 12.1 (迭代误差界). 在 Banach 定理条件下，

d(xn, x
∗) ≤ βn

1− β
d(x1, x0).

证明. 令上面证明中的 m→ ∞，即可得到误差界。

动态规划中的 Bellman 算子通常就是压缩映射。这会在后续动态规划章节成为核心工
具。

例 12.6 (压缩迭代的数值过程). 令

T (x) = 1 + 0.5x.

固定点满足 x = 1 + 0.5x，所以 x∗ = 2。从 x0 = 0 出发：

x1 = 1, x2 = 1.5, x3 = 1.75, x4 = 1.875.

每一步误差都大约减半。这个例子说明 Banach 定理不仅是存在性定理，也是算法收敛定
理。

例 12.7 (误差界给出停止准则). 仍令 T (x) = 1 + 0.5x，压缩系数 β = 0.5，从 x0 = 0 出发

有 x1 = 1。Banach 误差界给出

|xn − x∗| ≤ 0.5n

1− 0.5
|x1 − x0| = 2 · 0.5n.

若希望误差不超过 0.01，只需 2 · 0.5n ≤ 0.01，即 n ≥ 8。这说明压缩定理可以直接转化为

计算中的停止规则。



138 第十二章 固定点方法

12.5 Tarski 固定点定理

Ch08 已经说明，单调性可以替代连续性和凸性。若映射定义在格上，并且保持序，则
可以使用 Tarski 固定点定理。

定理 12.4 (Tarski 定理，有限完全格版本). 设 X 是有限完全格，T : X → X 单调不减。

则 T 至少有一个固定点。并且固定点集合本身也是非空完全格，因此存在最小固定点和最

大固定点。

证明. 定义集合
A = {x ∈ X : x ≤ T (x)}.

由于 X 有最小元 ⊥，且 ⊥ ≤ T (⊥)，所以 A非空。令 a = ∨A。对任意 x ∈ A，有 x ≤ a，由

单调性得 T (x) ≤ T (a)。又 x ≤ T (x)，所以 x ≤ T (a)。因此 T (a)是 A的上界，故 a ≤ T (a)，

从而 a ∈ A。

因为 a ∈ A，有 a ≤ T (a)。再用单调性，T (a) ≤ T (T (a))，所以 T (a) ∈ A。由于 a 是

A 的上确界，T (a) ≤ a。合并得到 T (a) = a。固定点集合存在最小和最大元的结论可对所

有固定点取 meet 和 join 得到；有限性保证这些运算存在。

Tarski 定理常用于战略互补和多重均衡。它不要求连续性，也不要求凸性，但要求有
序结构和单调最佳反应。

例 12.8 (有限格上的最小和最大固定点). 令 X = {0, 1, 2, 3}，定义

T (0) = 1, T (1) = 1, T (2) = 3, T (3) = 3.

这是单调映射。固定点是 1 和 3。从最小元开始迭代：

0 7→ 1 7→ 1,

得到最小固定点；从最大元开始得到最大固定点 3。多重均衡模型中，这两个端点常有清

楚的经济含义。

12.6 四类固定点工具如何选择

若模型给出连续单值映射，并且定义域紧凸，优先考虑 Brouwer。若模型给出最优反
应对应，值非空、紧、凸且上半连续，优先考虑 Kakutani。若目标是唯一性和可计算迭代，
寻找压缩结构。若模型有战略互补和格结构，使用 Tarski 或单调迭代。
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12.7 经济学中的三个原型

12.7.1 一般均衡

价格 p 给定时，消费者和企业产生需求与供给。若能构造一个把价格单纯形映回自身

的连续或上半连续对象，固定点就是均衡价格。这是 Ch12 的主线。

12.7.2 博弈均衡

每个玩家对他人策略有最佳反应。若最佳反应是单值连续函数，可用 Brouwer；若最
佳反应是非空凸值上半连续对应，可用 Kakutani；若存在战略互补，可用 Tarski。

12.7.3 动态规划

Bellman 方程写作
V = TV.

折现因子小于 1 时，Bellman 算子常是压缩映射，因此值函数存在唯一，值函数迭代收敛。

12.8 本章小结

固定点方法是均衡存在性、动态递归和计算迭代的共同语言。Brouwer 处理连续单值
映射；Kakutani 处理最优反应对应；Banach 处理唯一性和收敛算法；Tarski 处理单调结
构和多重均衡。下一章将把这些工具用于一般均衡和福利定理。

12.9 Exercises
习题 12.1. 定义单值映射的固定点，并给出一个没有固定点的自映射例子。

习题 12.2. 证明任意连续 T : [0, 1] → [0, 1] 有固定点。

习题 12.3. 说明 Brouwer 定理中紧性为什么重要。

习题 12.4. 说明 Brouwer 定理中凸性为什么重要。

习题 12.5. 判断 T (x) = x2 在 [0, 1] 上的固定点。

习题 12.6. 判断 T (x) = 1− x 在 [0, 1] 上的固定点。

习题 12.7. 设 T (x) = a+ βx，|β| < 1。求固定点。
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习题 12.8. 证明上一题中的 T 是压缩映射。

习题 12.9. 说明 T (x) = x 为什么不是压缩映射。

习题 12.10. 证明 Banach 定理中的固定点唯一性。

习题 12.11. 推导压缩迭代误差界。

习题 12.12. 若 T 的 Lipschitz 常数等于 1，Banach 定理能否应用？给出例子。

习题 12.13. 设 T (x) =
√
x 在 [0, 1] 上。求固定点，并判断是否压缩。

习题 12.14. 定义对应的固定点。

习题 12.15. 设 Φ(x) = [x/2, 1]。求 [0, 1] 上的固定点集合。

习题 12.16. 设 Φ(x) = {1− x}。把它看作对应，求固定点。

习题 12.17. 解释 Kakutani 定理为什么允许多值最佳反应。

习题 12.18. 给出一个值非凸的对应例子。

习题 12.19. 说明闭图性质与上半连续之间的关系。

习题 12.20. 定义有限格上的单调映射。

习题 12.21. 设 X = {0, 1, 2}，T (0) = 0, T (1) = 2, T (2) = 2。求固定点。

习题 12.22. 设 X = {0, 1, 2}，T (0) = 1, T (1) = 2, T (2) = 0。它是否单调？是否有固定点？

习题 12.23. 证明有限完全格上单调映射至少有一个固定点。

习题 12.24. 解释 Tarski 定理为什么适合战略互补。

习题 12.25. 给定最佳反应 b(a) = min{1, 0.2 + 0.7a}，求固定点。

习题 12.26. 给定最佳反应 b(a) = 1− a，求固定点，并说明是否战略互补。

习题 12.27. 设 Bellman 算子满足 ‖TV − TW‖∞ ≤ β‖V −W‖∞。说明为什么值函数唯一。

习题 12.28. 比较 Brouwer 与 Banach 的结论差异。

习题 12.29. 比较 Kakutani 与 Tarski 的假设差异。

习题 12.30. 说明一般均衡、博弈均衡和动态规划分别自然对应哪类固定点工具。
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12.10 Solutions

本章题解的第一步是判断固定点工具类型：连续单值映射用 Brouwer，非空凸值上半
连续对应用 Kakutani，压缩映射用 Banach，单调格映射用 Tarski。不要在未检查假设时
直接套定理。

解答 12.1. 若 T : X → X，固定点是满足 T (x) = x 的点。自映射不一定有固定点，例如

X = (0, 1)，T (x) = x/2。它把 (0, 1) 映回 (0, 1)，但唯一候选固定点 0 不在集合中。

解答 12.2. 令
g(x) = T (x)− x.

因为 T 连续，g 也连续。又因为 T 是从 [0, 1] 到 [0, 1] 的自映射，

T (0) ≥ 0 ⇒ g(0) = T (0)− 0 ≥ 0,

T (1) ≤ 1 ⇒ g(1) = T (1)− 1 ≤ 0.

若 g(0) = 0 或 g(1) = 0，端点本身就是固定点。否则 g(0) > 0、g(1) < 0，由介值定理存在

x∗ ∈ (0, 1) 使 g(x∗) = 0。这等价于 T (x∗) = x∗。这是一维 Brouwer 定理的核心证明。

解答 12.3. 紧性主要负责“极限点不丢失”。如果定义域不是闭的，迭代或连续性论证可能
把候选固定点推到边界极限处，而这个边界点不属于定义域。

例如 T (x) = x/2 在 (0, 1) 上是连续自映射，因为 x/2 ∈ (0, 1)。固定点方程为

x/2 = x,

唯一候选解是 x = 0。但 0 /∈ (0, 1)，所以没有固定点。若把定义域改成紧集 [0, 1]，这个固

定点就被包含进来了。

解答 12.4. 凸性保证映射定义域没有洞。Brouwer 定理需要这种几何结构；若集合不是凸
的，连续自映射可能在不同部分之间移动而无固定点。

解答 12.5. 固定点满足 x2 = x，所以 x = 0 或 x = 1。

解答 12.6. 固定点满足 1− x = x，所以 x = 1/2。

解答 12.7. 固定点满足 x = a+ βx，因此

x∗ =
a

1− β
.
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解答 12.8. 对任意 x, y，

|T (x)− T (y)| = |β||x− y|.

由于 |β| < 1，它是压缩映射。

解答 12.9. 压缩映射要求存在 β < 1 使 |x − y| ≤ β|x − y| 对所有 x, y 成立。只要 x 6= y，

这不可能。因此恒等映射不是压缩映射。

解答 12.10. 若 x∗, y∗ 都是固定点，则 Tx∗ = x∗、Ty∗ = y∗。压缩性给出

d(x∗, y∗) = d(Tx∗, T y∗) ≤ βd(x∗, y∗).

移项得

(1− β)d(x∗, y∗) ≤ 0.

因为 1− β > 0 且距离非负，只能有 d(x∗, y∗) = 0。距离为零意味着两个点相同，所以压缩

映射的固定点至多一个。这个证明只用到了压缩性，不用构造迭代序列。

解答 12.11. 由压缩性，
d(xk+1, xk) ≤ βkd(x1, x0).

为了估计第 n 次迭代与固定点之间的距离，把它写成尾和：

d(xn, x
∗) ≤

∞∑
k=n

d(xk+1, xk) ≤
βn

1− β
d(x1, x0).

这说明误差按几何速度收敛。实际计算时，若 β 很接近 1，理论上仍收敛，但收敛可能很
慢。

解答 12.12. 不能直接应用。例子是 T (x) = x，Lipschitz常数为 1，有无穷多个固定点。另
一个例子是 T (x) = 1− x，Lipschitz 常数为 1，但仍有固定点 1/2。这说明 Banach 条件是
充分条件，不是必要条件。

解答 12.13. 固定点满足
√
x = x.

两边非负，可以平方得到 x = x2，所以 x = 0 或 x = 1。两个点都在 [0, 1] 中，因此都是固

定点。

它在整个 [0, 1] 上不是压缩映射。若在区间内部看导数，

T ′(x) =
1

2
√
x
,

当 x ↓ 0 时导数无界，因此不存在一个统一的 Lipschitz 常数 β < 1 控制整个区间。这个例

子也说明 Brouwer 可保证存在固定点，但不保证唯一。



12.10 SOLUTIONS 143

解答 12.14. 若 Φ : X ⇒ X，固定点是满足 x ∈ Φ(x) 的点。

解答 12.15. 固定点条件是
x ∈ Φ(x) = [x/2, 1].

这等价于同时满足 x ≥ x/2 和 x ≤ 1。对所有 x ∈ [0, 1]，这两个不等式都成立，所以每个

点都是固定点。固定点集合为整个 [0, 1]。

这个例子展示了多值对应和单值映射的差别：固定点集合可以是一整段，而不是一个

孤立点。

解答 12.16. 固定点满足 x = 1− x，所以 x = 1/2。

解答 12.17. 最佳反应可能因无差异而是集合。Kakutani 定理直接处理非空、紧、凸值且
上半连续的对应，因此允许多值最佳反应并仍能推出存在固定点。

解答 12.18. 例如 Φ(x) = {0, 1} 对所有 x ∈ [0, 1]。每个值都不是凸集。

解答 12.19. 闭图表示：若

xn → x, yn → y, yn ∈ Φ(xn),

则极限点仍满足 y ∈ Φ(x)。也就是说，对应图像

Gr(Φ) = {(x, y) : y ∈ Φ(x)}

是闭集。

在紧值等常见条件下，闭图是上半连续的重要判别方式。经济直觉是：如果参数和选

择同时收敛，极限选择不能突然跑到可行或最优集合之外。

解答 12.20. 有限格 X 上的映射 T : X → X 单调，是指若 x ≤ y，则 T (x) ≤ T (y)。

解答 12.21. 固定点满足 T (x) = x。这里 T (0) = 0、T (2) = 2，所以固定点为 0 和 2。

解答 12.22. 它不是单调映射，因为 1 ≤ 2，但 T (1) = 2 6≤ T (2) = 0。它没有固定点，因为

T (0) = 1、T (1) = 2、T (2) = 0。

解答 12.23. 令
A = {x : x ≤ T (x)}.

完全格有最小元 ⊥，且 ⊥ ≤ T (⊥)，所以 ⊥ ∈ A，从而 A 非空。令

a = ∨A
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为 A 的上确界。

对任意 x ∈ A，有 x ≤ a。由 T 单调，T (x) ≤ T (a)。又因为 x ≤ T (x)，得到 x ≤ T (a)。

所以 T (a) 是 A 的一个上界，进而 a ≤ T (a)，即 a ∈ A。

既然 a ∈ A，由单调性 T (a) ≤ T (T (a))，所以 T (a) ∈ A。但 a 是 A 的上确界，因此

T (a) ≤ a。合并 a ≤ T (a) 与 T (a) ≤ a，得到

T (a) = a.

这证明了存在固定点，并且这个构造实际给出一个最大的“前固定点”。

解答 12.24. 战略互补意味着他人行动越高，自己的最佳反应越高。也就是说，最佳反应是
单调映射或单调对应。Tarski 定理正是从单调性和格结构推出固定点存在，并允许多个均
衡。

解答 12.25. 若固定点不受上界截断，则 a = 0.2 + 0.7a，所以 a = 2/3。它小于 1，因此固
定点为 2/3。

解答 12.26. 固定点满足 a = 1 − a，所以 a = 1/2。该最佳反应随 a 上升而下降，是战略

替代而非战略互补。

解答 12.27. Bellman 算子通常形如

(TV )(s) = max
a

{u(s, a) + βV (s′)},

其中 0 < β < 1。在上确界范数下，未来值函数项被折现因子 β 缩小，因此可以证明

‖TV − TW‖∞ ≤ β‖V −W‖∞.

这说明 T 是以 β 为模的压缩映射。由 Banach 定理，Bellman 方程 V = TV 的固定点唯

一，所以值函数唯一；从任意初始值函数反复迭代 Vn+1 = TVn 也会收敛到该值函数。

解答 12.28. Brouwer 与 Banach 的差别在“假设强度”和“结论强度”。Brouwer 要求定
义域是非空紧凸集，映射连续且为自映射；结论是至少存在一个固定点。但它不保证唯一，

也不保证简单迭代 xn+1 = T (xn) 收敛。

Banach 要求定义域是完备度量空间，并且 T 是压缩映射。这个假设更强，但结论也

更强：固定点存在、唯一，并且从任意初值开始的迭代都收敛到固定点。因此动态规划和

数值算法中，只要能证明压缩性，Banach 通常比 Brouwer 更有操作性。

解答 12.29. Kakutani 依赖拓扑和凸性：定义域紧凸、对应非空紧凸值、上半连续。Tarski
依赖序结构：定义域是完全格、映射单调。前者适合凸最优化的最佳反应，后者适合战略

互补和单调比较静态。
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解答 12.30. 一般均衡通常使用 Brouwer 或 Kakutani；博弈均衡在混合策略空间中常用
Kakutani，在战略互补中常用 Tarski；动态规划常用 Banach 压缩映射，因为它同时给出
唯一值函数和迭代收敛。

12.11 Computation Lab

12.11.1 压缩迭代

取

T (x) = 1 + 0.8x.

固定点为 x∗ = 5。从 x0 = 0 开始迭代 xn+1 = T (xn)，记录误差 |xn − 5|。误差应近似按
0.8n 下降。

12.11.2 Cobweb 迭代

设价格调整规则为

pt+1 = 0.5 + 0.6pt.

它的固定点为 p∗ = 1.25。画出 pt+1 对 pt 的图像和 45 度线，可以看到收敛过程。

12.11.3 最佳反应迭代

两人对称最佳反应为

b(a) = 0.25 + 0.5a.

从 a0 = 0 出发迭代 at+1 = b(at)，收敛到 a∗ = 0.5。把斜率改为 1.1，观察迭代可能不再收

敛。

12.11.4 有限格单调迭代

令 X = {0, 1, 2, 3, 4}，定义

T (0) = 1, T (1) = 2, T (2) = 2, T (3) = 4, T (4) = 4.

从最小元 0 迭代得到最小固定点 2；从最大元 4 反向迭代保持在最大固定点 4。这展示多

重固定点与 Tarski 定理的关系。
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12.11.5 Recommended Checks

1. 改变压缩系数 β，比较收敛速度。

2. 用不同初值验证压缩映射收敛到同一固定点。

3. 构造一个非单调有限映射，检查固定点可能不存在。

4. 把最佳反应画在同一张图上，观察交点如何对应 Nash 均衡。
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13.1 从单个市场到所有市场

前两章已经分别研究消费者和企业在给定价格下如何最优化。一般均衡向前走一步：价

格本身也必须由全经济的相容性决定。一个商品价格不能只让某个消费者满意，还要让所

有消费者、企业和资源约束同时协调起来。

本章先处理最清楚的模型：有限商品、有限消费者的纯交换经济。纯交换经济没有生

产，所有商品总量来自初始禀赋。这样可以把注意力集中在价格、需求、可行性和福利定

理上。

定义 13.1 (纯交换经济). 一个有限纯交换经济由

E =
(
(Xi,�i, ωi)

I
i=1

)
给出。其中 I 是消费者数，商品数为 L，消费集通常取 Xi = RL

+，偏好为 �i，初始禀赋为

ωi ∈ RL
+。总禀赋记为

ω̄ =
I∑
i=1

ωi.

定义 13.2 (配置与可行性). 配置是 x = (x1, . . . , xI)，其中 xi ∈ Xi。若

I∑
i=1

xi ≤
I∑
i=1

ωi = ω̄,

则称配置 x 可行。若偏好局部非饱和，通常有效或均衡配置会用尽总资源，即等号成立。

例 13.1 (两人两商品的可行配置). 设两名消费者和两种商品的禀赋为

ω1 = (1, 0), ω2 = (0, 1).

总禀赋为 ω̄ = (1, 1)。若

x1 = (0.4, 0.7), x2 = (0.6, 0.3),

147
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则 x1 + x2 = (1, 1)，所以可行。若 x1 = (0.7, 0.7)、x2 = (0.6, 0.5)，总需求为 (1.3, 1.2)，超

过总禀赋，因此不可行。

这个例子就是 Edgeworth box 的代数版本：一个人的消费越多，另一个人可消费的剩
余越少。一般均衡不是分别最大化每个人效用，而是在总资源约束内同时安排所有人的选

择。

13.2 价格、预算与需求

给定价格 p ∈ RL
+，消费者 i 的财富来自出售初始禀赋：

wi(p) = p · ωi.

因此预算集为

Bi(p) = {xi ∈ RL
+ : p · xi ≤ p · ωi}.

消费者需求对应为

Di(p) = arg max
xi∈Bi(p)

ui(xi),

其中 ui 是表示 �i 的效用函数。

定义 13.3 (价格归一化). 若所有价格和财富同时乘以同一个正数，预算集不变。因此一般
均衡价格只在比例意义上确定。常用归一化是价格单纯形

∆ =

{
p ∈ RL

+ :
L∑
ℓ=1

pℓ = 1

}
.

例 13.2 (价格比例而不是价格水平). 若 p = (2, 4)，消费者禀赋 ω = (1, 1)，预算约束为

2x1 + 4x2 ≤ 6.

把价格乘以 1/2，得到 p′ = (1, 2)，预算约束变成

x1 + 2x2 ≤ 3.

两条不等式描述同一个预算集。因此均衡中重要的是相对价格 p1/p2，而不是价格单位本

身。这个事实会在超额需求和固定点证明中反复使用。
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13.3 超额需求与 Walras 法则

若每个消费者在价格 p 下选择 xi(p) ∈ Di(p)，总需求为

X(p) =
I∑
i=1

xi(p).

总超额需求为

z(p) = X(p)− ω̄.

第 ℓ 个分量 zℓ(p) > 0 表示商品 ℓ 需求超过供给；zℓ(p) < 0 表示供给超过需求。

定理 13.1 (Walras 法则). 如果每个消费者的偏好局部非饱和，且 xi(p) 是预算集上的最优

选择，则

p · z(p) = 0.

证明. 局部非饱和性意味着消费者最优时花完预算：

p · xi(p) = p · ωi.

对所有消费者求和，得到

p ·
∑
i

xi(p) = p ·
∑
i

ωi.

移项即

p ·

(∑
i

xi(p)−
∑
i

ωi

)
= p · z(p) = 0.

例 13.3 (Walras 法则不是每个市场都清算). 设有两种商品，价格为 p = (1, 2)，超额需求

为

z(p) = (2,−1).

则

p · z(p) = 1 · 2 + 2 · (−1) = 0.

第一种商品超额需求为正，第二种商品超额需求为负，但按价格加权后的总价值为零。Wal-
ras 法则说的是“总超额需求价值为零”，不是说每个商品市场已经清算。若除一个市场以
外所有市场都清算，则最后一个市场也必须清算，这才是它在均衡证明中的关键作用。
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13.4 竞争均衡

定义 13.4 (竞争均衡). 纯交换经济中的竞争均衡是一组价格和配置 (p∗, x∗)，满足：

1. p∗ ∈ RL
+，且 p∗ 6= 0；

2. 对每个消费者 i，x∗i ∈ Di(p
∗)；

3. 市场清算：
I∑
i=1

x∗i =
I∑
i=1

ωi.

竞争均衡的定义有两个层次。个体层面，每个人在自己的预算集内最优化；社会层面，

所有人的选择合起来不超过资源，且在局部非饱和下正好用尽资源。

例 13.4 (两人 Cobb-Douglas 交换经济). 设两名消费者有相同效用

ui(xi1, xi2) =
√
xi1xi2,

禀赋为

ω1 = (1, 0), ω2 = (0, 1).

令商品 2 为计价物，设 p2 = 1、p1 = q。消费者 1 财富为 q，Cobb-Douglas 需求为

x11 =
q

2q
=

1

2
, x12 =

q

2
.

消费者 2 财富为 1，需求为

x21 =
1

2q
, x22 =

1

2
.

商品 1 市场清算要求
1

2
+

1

2q
= 1.

解得 q = 1。于是均衡相对价格为 p1/p2 = 1，均衡配置为

x∗1 = (1/2, 1/2), x∗2 = (1/2, 1/2).

这里每个人都把财富的一半花在每种商品上，价格恰好调整到两种商品总需求都等于总供

给。

例 13.5 (只清算一个市场即可). 继续两商品经济。Walras 法则给出

p1z1(p) + p2z2(p) = 0.

若 p1, p2 > 0，且已经知道 z1(p) = 0，则必有 z2(p) = 0。因此两商品模型中常常只解一个

市场清算方程。这个技巧不是省略条件，而是利用了预算约束和 Walras 法则。
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13.5 存在性：固定点的作用

一般均衡存在性定理的完整证明需要把需求对应、价格单纯形和固定点方法组合起来。

本章只给有限维、直觉清楚的版本。

定理 13.2 (竞争均衡存在性的基本形式). 考虑有限纯交换经济。若每个消费者的消费集为
RL

+，初始禀赋严格为正，偏好连续、凸、强单调，并且需求在价格单纯形内部连续，则存

在竞争均衡。

证明思路. 第一步，在价格 p 下由消费者最优化得到需求 xi(p)，进而得到超额需求 z(p)。

连续偏好、凸性和适当的唯一性条件可使需求函数连续。

第二步，利用 Walras 法则：
p · z(p) = 0.

这保证超额需求的总价值为零。

第三步，构造一个价格调整映射。例如把有正超额需求的商品价格相对提高，再归一

化回价格单纯形：

Tℓ(p) =
pℓ + max{zℓ(p), 0}∑L

k=1 (pk + max{zk(p), 0})
.

在适当条件下，T : ∆ → ∆ 连续。由 Brouwer 固定点定理，存在 p∗ = T (p∗)。

第四步，固定点条件说明所有正超额需求都被消除；结合Walras 法则和正价格，可推
出市场清算。于是得到竞争均衡。

注 13.1. 严格的一般均衡存在性证明常使用 Kakutani，因为需求可能是多值的。若需求对
应非空、凸值、上半连续，就可以对价格调整对应使用固定点定理。本章的目标是让读者

看清证明骨架，而不是把所有边界技术细节一次压进主线。

例 13.6 (价格调整映射的读法). 设两商品在价格 p 下的超额需求为 z(p) = (0.3,−0.2)。价

格调整规则会提高商品 1 的相对价格，因为它供不应求；商品 2 的价格不因负超额需求而
上调。然后把价格重新归一化到 ∆。若某个价格 p∗ 调整后不变，说明没有商品存在需要上

调的正超额需求。再由 Walras 法则，负超额需求也不能单独留下，因此市场清算。

13.6 Pareto 改进与 Pareto 有效
定义 13.5 (Pareto 改进). 给定两个可行配置 x 和 y。若对所有 i，yi �i xi，且至少一个消

费者 j 满足 yj �j xj，则称 y 是对 x 的 Pareto 改进。

定义 13.6 (Pareto 有效). 可行配置 x 是 Pareto 有效的，如果不存在另一个可行配置 y 是

对 x 的 Pareto 改进。
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例 13.7 (Edgeworth box 中的无效率). 两人两商品，总禀赋为 (1, 1)。若配置为

x1 = (0.2, 0.2), x2 = (0.3, 0.3),

则只用了 (0.5, 0.5)，还有资源未分配。若两人的偏好都强单调，把剩余资源给任意一个人

都会使该人更好，且不伤害另一个人。因此该配置不是 Pareto 有效。这个例子说明：强单
调或局部非饱和下，Pareto 有效配置必须用尽资源。

13.7 第一福利定理

第一福利定理说明：竞争均衡配置不会浪费可行的互利改进机会。价格系统把每个人

的预算约束和社会资源约束连接起来。

定理 13.3 (第一福利定理). 设 (p∗, x∗) 是竞争均衡。若每个消费者偏好局部非饱和，则 x∗

是 Pareto 有效的。

证明. 反设存在可行配置 y Pareto 改进 x∗。则对所有 i，

yi �i x
∗
i ,

且至少一个消费者 j 严格更好：

yj �j x
∗
j .

因为 x∗i 是消费者 i 在预算集中的最优选择，若 yi �i x
∗
i，则 yi 不可能严格便宜并可行而

又至少一样好。更具体地，最优性给出：若 yi �i x
∗
i，则

p∗ · yi > p∗ · ωi.

对于只满足 yi �i x
∗
i 的消费者，局部非饱和和最优性推出

p∗ · yi ≥ p∗ · ωi.

至少一个严格偏好者给出严格不等式。对所有 i 求和：

p∗ ·
∑
i

yi > p∗ ·
∑
i

ωi.

但 y 可行意味着 ∑
i

yi ≤
∑
i

ωi.

在非负价格下，

p∗ ·
∑
i

yi ≤ p∗ ·
∑
i

ωi,

矛盾。因此不存在 Pareto 改进，x∗ Pareto 有效。
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例 13.8 (为什么第一福利定理不说公平). 在两人一商品经济中，总禀赋为 1。若均衡配置
为

x∗1 = 0.99, x∗2 = 0.01,

且两人都偏好更多商品，那么这个配置可以是 Pareto 有效的：若想让消费者 2 更多，就必
须减少消费者 1。第一福利定理只说没有不伤害任何人的改进，不说分配公平，也不说每
个人效用相近。效率和公平是不同问题。

13.8 第二福利定理

第一福利定理从均衡推出效率。第二福利定理反过来问：给定一个 Pareto 有效配置，
能否找到价格和财富再分配，使它成为竞争均衡？

定理 13.4 (第二福利定理，有限维凸版本). 设偏好凸、局部非饱和，并满足适当连续性条
件。若可行配置 x∗ 是 Pareto 有效的，且位于相关可行集合的适当边界上，则存在非零价
格向量 p ≥ 0 和财富转移，使 x∗ 在这些价格和转移下构成竞争均衡。

第二福利定理的数学核心是 Ch06 的支持超平面思想。Pareto 有效配置对应一个不能
被可行改进集合穿过的边界点；在凸性条件下，可以用一个超平面支撑这个边界。支撑超

平面的法向量就是价格。

例 13.9 (支持价格的几何含义). 设两商品总资源集合为

F = {(x1, x2) ∈ R2
+ : x1 + x2 ≤ 1}.

点 x∗ = (1/2, 1/2)位于边界 x1+x2 = 1上。向量 p = (1, 1)支撑该边界，因为对所有 x ∈ F，

p · x = x1 + x2 ≤ 1 = p · x∗.

若 x∗ 同时也是某个社会目标或 Pareto 边界上的点，则 p 可以解释为支持该配置的价格。

价格不是凭空来的，它是把资源可行边界线性化后的法向量。

例 13.10 (非凸性为什么麻烦). 设可行集合由两个孤立点组成：

F = {(1, 0), (0, 1)}.

两个点都可能是 Pareto有效的，但不存在一条支持直线可以像凸集边界那样把所有可行点
放在同一侧并精细支持任一点的局部替代结构。非凸性下，边际价格可能无法支持有效配

置，或者需要更复杂的制度安排。第二福利定理因此高度依赖凸性。
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13.9 生产经济的接口

若加入企业，每个企业 j 有生产集 Yj，利润最大化问题为

yj(p) ∈ arg max
y∈Yj

p · y.

消费者财富包括禀赋价值和企业利润分红。竞争均衡要求消费者最优化、企业利润最大化、

所有商品市场清算。

生产经济中的福利定理依然有相同结构：在均衡中，每个消费者在预算集内最优，每

个企业在价格下利润最大化，市场清算把个体最优拼成社会可行配置。第一福利定理仍然

依赖局部非饱和和价格预算逻辑；第二福利定理依赖消费者偏好和生产集合的凸性。

例 13.11 (企业利润最大化和市场清算). 若一个企业能把商品 1 转化为商品 2，生产计划
写成 y = (−a, b)。价格 p 下利润为

p · y = −p1a+ p2b.

企业选择利润最大的可行 y。消费者购买商品，企业供给商品，均衡要求∑
i

xi =
∑
i

ωi +
∑
j

yj.

因此生产经济只是在纯交换的资源约束右侧加上净产出。Ch10 的企业理论在这里进入一
般均衡。

13.10 本章小结

一般均衡把第一卷前半部分的数学工具集中起来。需求来自消费者最优化；供给来自

企业最优化；超额需求继承Walras 法则；价格归一化把问题放入紧凸的价格单纯形；固定
点定理给出均衡存在性的基本路线；福利定理说明价格均衡与 Pareto 效率之间的关系。

本章最重要的学习目标不是背诵福利定理，而是看见证明中的结构：预算最优性、资

源可行性、局部非饱和、凸性和分离定理如何各自承担一块工作。下一章将把固定点方法

转向博弈均衡和信息结构。

13.11 Exercises

习题 13.1. 定义纯交换经济，并说明禀赋在模型中起什么作用。
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习题 13.2. 设 ω1 = (2, 1)、ω2 = (1, 3)。计算总禀赋，并判断 x1 = (1, 2)、x2 = (2, 2) 是否

可行。

习题 13.3. 写出消费者 i 在价格 p 下的预算集。

习题 13.4. 证明价格按正比例缩放不改变预算集。

习题 13.5. 解释为什么一般均衡价格通常只在比例意义上确定。

习题 13.6. 定义总需求和超额需求。

习题 13.7. 证明 Walras 法则。

习题 13.8. 设 p = (2, 1)、z(p) = (1,−2)。检验 Walras 法则。

习题 13.9. 两商品经济中，若 p� 0、Walras 法则成立且 z1(p) = 0，证明 z2(p) = 0。

习题 13.10. 定义竞争均衡。

习题 13.11. 说明竞争均衡的个体最优条件和市场清算条件分别在说什么。

习题 13.12. 设一名消费者效用 u(x) = x
1/2
1 x

1/2
2 ，禀赋 ω = (2, 1)，价格 p = (1, 2)。求其需

求。

习题 13.13. 两人两商品交换经济中，效用均为 Cobb-Douglas ui =
√
xi1xi2，禀赋为 ω1 =

(2, 0)、ω2 = (0, 2)。令 p2 = 1，求均衡相对价格。

习题 13.14. 在上一题中求均衡配置。

习题 13.15. 若两人效用为 ui = xi1 + xi2，禀赋仍为 ω1 = (1, 0)、ω2 = (0, 1)。讨论均衡价

格可能出现什么多值现象。

习题 13.16. 说明超额需求函数的零点为什么对应市场清算。

习题 13.17. 解释 Brouwer 固定点定理在均衡存在性证明中的作用。

习题 13.18. 说明为什么需求多值时常需要 Kakutani 而不是 Brouwer。

习题 13.19. 定义 Pareto 改进。

习题 13.20. 定义 Pareto 有效。

习题 13.21. 证明若偏好强单调，Pareto 有效配置必须用尽总资源。
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习题 13.22. 在一商品两人经济中，总禀赋为 1，偏好均为“越多越好”。说明任意用尽资
源的配置都是 Pareto 有效的。

习题 13.23. 证明第一福利定理。

习题 13.24. 解释第一福利定理为什么不是公平定理。

习题 13.25. 说明局部非饱和性在第一福利定理证明中的作用。

习题 13.26. 给出一个没有局部非饱和性时均衡可能不使用完资源的例子。

习题 13.27. 用一句话说明第二福利定理与第一福利定理的方向差异。

习题 13.28. 解释第二福利定理为什么需要凸性。

习题 13.29. 给出支持超平面的经济解释。

习题 13.30. 设可行集合 F = {x ∈ R2
+ : x1 + 2x2 ≤ 4}。求边界点 x∗ = (2, 1) 的一个支持

价格。

习题 13.31. 说明非凸生产集合为什么可能破坏第二福利定理。

习题 13.32. 写出含生产经济中的市场清算条件。

习题 13.33. 企业生产集为 Y = {(−a, y) : y ≤
√
a, a ≥ 0}。价格为 (w, p)，其中投入价格

为 w、产出价格为 p。写出利润最大化问题。

习题 13.34. 解释一般均衡中消费者财富为什么可能包含企业利润分红。

习题 13.35. 总结 Ch09-Ch12 的逻辑链条：消费者理论、生产理论、固定点方法和一般均
衡分别承担什么角色。

13.12 Solutions
本章题解的主线是“个体最优 + 资源可行 + 价格支持”。计算题先写预算或市场清算

方程；证明题先指出使用 Walras 法则、局部非饱和、凸性或固定点定理中的哪一个工具。

解答 13.1. 纯交换经济由消费者集合、每个消费者的消费集、偏好和初始禀赋组成，通常
写为

E = ((Xi,�i, ωi)
I
i=1).

禀赋 ωi 是消费者 i 初始拥有的商品束。给定价格 p 后，禀赋决定财富 p · ωi，从而决定预
算集。纯交换经济没有生产，所有可分配资源都来自总禀赋

∑
i ωi。
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解答 13.2. 总禀赋为
ω̄ = ω1 + ω2 = (2, 1) + (1, 3) = (3, 4).

给定配置的总消费为

x1 + x2 = (1, 2) + (2, 2) = (3, 4).

它等于总禀赋，所以该配置可行，并且正好用尽所有资源。

解答 13.3. 消费者 i 的财富来自出售禀赋，等于 p · ωi。因此预算集为

Bi(p) = {xi ∈ Xi : p · xi ≤ p · ωi}.

若 Xi = RL
+，这就是非负消费束中买得起的所有商品束。

解答 13.4. 取任意 α > 0。缩放后的预算约束为

(αp) · xi ≤ (αp) · ωi.

两边同时除以 α，得到

p · xi ≤ p · ωi.

所以缩放前后的预算集完全相同。价格单位变了，但相对价格和可购买集合没有变。

解答 13.5. 一般均衡中所有消费者的财富都由价格乘以禀赋决定。如果把所有价格乘以同
一个正数，每个人财富也按同一比例变化，预算集不变，需求不变，市场清算也不变。因

此均衡只能确定相对价格。为了得到具体向量，常把价格归一化到
∑

ℓ pℓ = 1 或令某个商

品价格等于 1。

解答 13.6. 若 xi(p) 是消费者 i 在价格 p 下的需求，总需求是

X(p) =
I∑
i=1

xi(p).

超额需求是总需求减总禀赋：

z(p) = X(p)− ω̄.

若 zℓ(p) > 0，商品 ℓ 供不应求；若 zℓ(p) < 0，商品 ℓ 供过于求。

解答 13.7. 局部非饱和性保证每个消费者在最优时花完预算：

p · xi(p) = p · ωi.

对 i 求和：

p ·
∑
i

xi(p) = p ·
∑
i

ωi.
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移项得

p ·

(∑
i

xi(p)−
∑
i

ωi

)
= p · z(p) = 0.

这就是 Walras 法则：总超额需求的价值为零。

解答 13.8. 直接计算：
p · z(p) = 2 · 1 + 1 · (−2) = 0.

所以该超额需求满足 Walras 法则。注意这不表示两个市场都清算，因为 z1 = 1、z2 = −2

都不是零；它只表示超额需求的价值加总为零。

解答 13.9. 两商品下 Walras 法则为

p1z1(p) + p2z2(p) = 0.

若 z1(p) = 0，则

p2z2(p) = 0.

由于 p2 > 0，只能有 z2(p) = 0。因此在正价格和 Walras 法则下，清算 L− 1 个市场即可

推出最后一个市场清算。

解答 13.10. 竞争均衡是一组价格和配置 (p∗, x∗)，满足三个条件：价格非零且非负；每个

消费者在价格 p∗ 下选择自己的最优消费束；所有商品市场清算：∑
i

x∗i =
∑
i

ωi.

所以均衡同时要求个体理性选择和社会资源相容。

解答 13.11. 个体最优条件说：给定价格，每个消费者都在自己的预算集里选最喜欢的商品
束。市场清算条件说：把所有人的选择加总后，需求正好等于经济中的总资源。前者来自

Ch09 的消费者理论，后者是一般均衡新增的相容性要求。

解答 13.12. 财富为
w = p · ω = 1 · 2 + 2 · 1 = 4.

Cobb-Douglas u = x
1/2
1 x

1/2
2 把财富一半花在每种商品上，因此

x1 =
w

2p1
=

4

2
= 2, x2 =

w

2p2
=

4

4
= 1.

需求正好等于禀赋，是因为给定价格下消费者已经持有自己最想要的束。
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解答 13.13. 令 p2 = 1、p1 = q。消费者 1 财富为 2q，需求为

x11 =
2q

2q
= 1, x12 =

2q

2
= q.

消费者 2 财富为 2，需求为

x21 =
2

2q
=

1

q
, x22 = 1.

商品 1 总供给为 2，清算要求
1 +

1

q
= 2.

解得 q = 1。所以均衡相对价格 p1/p2 = 1。

解答 13.14. 由上一题 q = 1，代入需求：

x∗1 = (1, 1), x∗2 = (1, 1).

总消费为 (2, 2)，等于总禀赋 (2, 2)。两人从完全偏向一种商品的禀赋，通过市场交换得到

平衡消费。

解答 13.15. 当 ui = xi1 + xi2 时，两种商品是完全替代品。若 p1 < p2，消费者只想买商

品 1；若 p1 > p2，只想买商品 2；若 p1 = p2，预算线上所有商品组合带来同样效用。因此

在 p1 = p2 时需求可能是多值的。一般均衡仍可能存在，但用单值连续需求函数描述会不

方便，这正是 Kakutani 对应方法有用的场景。

解答 13.16. 超额需求零点满足

z(p) =
∑
i

xi(p)−
∑
i

ωi = 0.

这等价于 ∑
i

xi(p) =
∑
i

ωi,

也就是所有商品市场同时清算。因此在给定需求选择下，寻找均衡价格就是寻找超额需求

函数的零点。

解答 13.17. Brouwer定理的作用是把价格调整规则的固定点转化为均衡候选。若能构造连
续映射 T : ∆ → ∆，让 T (p) 按超额需求方向调整价格，则 Brouwer 保证存在 p∗ = T (p∗)。

再用 Walras 法则证明该固定点没有正超额需求，从而得到市场清算。

解答 13.18. 需求多值时，价格到需求不再是普通函数，而是对应。Brouwer 处理连续单值
映射，不能直接处理“一个价格对应多个需求”的情况。Kakutani 定理允许非空、紧、凸
值且上半连续的对应，因此更适合处理有无差异、完全替代品或多重最优选择的一般均衡

存在性证明。



160 第十三章 一般均衡与福利定理

解答 13.19. 若 x 和 y 都可行，且对每个消费者 i，yi �i xi，并且至少一个消费者 j 满足

yj �j xj，则 y 是对 x 的 Pareto 改进。它表示没有人变差，至少一个人变好。

解答 13.20. 可行配置 x 是 Pareto 有效的，如果不存在另一个可行配置 y 可以 Pareto 改
进 x。也就是说，不可能在不伤害任何人的情况下让至少一个人更好。

解答 13.21. 若可行配置 x 没有用尽资源，则存在某种商品有剩余。强单调偏好下，把任

意正数量的剩余商品给某个消费者，会使该消费者严格更好，而其他消费者消费不变。因

此得到一个 Pareto 改进，和 Pareto 有效矛盾。所以强单调下 Pareto 有效配置必须用尽总
资源。

解答 13.22. 一商品两人经济中，用尽资源意味着 x1 + x2 = 1。若想让消费者 1 更多，必
须减少消费者 2；若想让消费者 2 更多，必须减少消费者 1。由于两人都偏好更多商品，任
何让一方严格变好的可行变化都会让另一方变差。因此任意用尽资源的配置都是 Pareto有
效的。

解答 13.23. 反设竞争均衡配置 x∗ 不是 Pareto 有效，则存在可行配置 y 使所有人至少一

样好，且某人严格更好。对严格更好者，均衡最优性意味着 p∗ · yi > p∗ · ωi；对至少一样好
者，局部非饱和和最优性意味着 p∗ · yi ≥ p∗ · ωi。至少一个严格不等式使得

p∗ ·
∑
i

yi > p∗ ·
∑
i

ωi.

但 y 可行且 p∗ ≥ 0，所以

p∗ ·
∑
i

yi ≤ p∗ ·
∑
i

ωi,

矛盾。因此竞争均衡配置 Pareto 有效。

解答 13.24. 第一福利定理只说明竞争均衡没有可行的 Pareto 改进，也就是效率性质。它
不比较不同消费者之间的效用水平，也不判断禀赋分配是否公平。一个极端不平等的配置

仍可能 Pareto 有效，因为改善穷人可能必须减少富人的消费。

解答 13.25. 局部非饱和性用于把“至少一样好但更便宜”排除掉。如果某个 yi �i x
∗
i 且

p∗ · yi < p∗ · ωi，消费者还有剩余预算。局部非饱和性允许在 yi 附近找到更好的可行束，从

而与 x∗i 的最优性矛盾。因此证明中才能推出 p∗ · yi ≥ p∗ · ωi。

解答 13.26. 设一人一商品，禀赋为 1，但偏好完全饱和：所有消费束都无差异。价格 p = 1

下，消费者选择 x = 0 也是预算集中的最优选择，因为他对任何消费都无差异。此时资源

没有用尽，但仍满足个体最优。这个例子说明没有局部非饱和性时，均衡概念可能允许浪

费。
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解答 13.27. 第一福利定理是“均衡 ⇒ Pareto 有效”；第二福利定理是“在凸性和适当再
分配下，Pareto 有效 ⇒ 可被价格支持为均衡”。前者从市场到效率，后者从效率到可支持
的市场制度。

解答 13.28. 第二福利定理要用支持超平面把 Pareto 有效配置和可改进集合分开。支持超
平面定理需要凸性。若偏好或生产集合非凸，有效点附近可能没有一个线性价格向量能同

时支持消费者最优和资源可行性，因此有效配置未必能通过竞争价格实现。

解答 13.29. 支持超平面的法向量可以解释为价格。它把可行集合放在一侧，并在目标配置
处接触边界。经济含义是：在这个价格下，任何可行偏离的总价值都不超过目标配置，因

此价格系统支持该配置不被可行改进击穿。

解答 13.30. 集合边界为
x1 + 2x2 = 4.

法向量为 p = (1, 2)。对所有 x ∈ F，

p · x = x1 + 2x2 ≤ 4.

而 x∗ = (2, 1) 满足 p · x∗ = 2 + 2 = 4。所以 p = (1, 2) 是一个支持价格。

解答 13.31. 非凸生产集合可能导致规模经济或固定成本。此时社会有效的生产点可能无
法由线性价格支持，因为企业在这些价格下可能更愿意跳到另一个非凸区域，或者需要亏

损才能生产有效点。第二福利定理中的价格支持逻辑依赖凸性；非凸性会破坏边际价格对

全局选择的支撑。

解答 13.32. 含生产时，若企业 j 的净产出为 yj，市场清算条件为∑
i

xi =
∑
i

ωi +
∑
j

yj.

右侧是初始资源加上所有企业的净产出。若某个 yjℓ < 0，表示企业使用商品 ℓ 作为投入；

若 yjℓ > 0，表示企业供给商品 ℓ。

解答 13.33. 生产计划为 (−a, y)，投入商品的价格为 w，产出商品的价格为 p。利润为

py − wa.

技术约束为 y ≤
√
a、a ≥ 0。利润最大化问题是

max
a≥0, y≤

√
a
py − wa.

在最优时若 p > 0，通常会取 y =
√
a，回到 Ch10 的企业最优化问题。
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解答 13.34. 如果消费者拥有企业股份，企业利润最终归消费者所有。于是消费者财富不仅
包括禀赋价值 p · ωi，还包括按股份获得的利润分红。这使企业利润最大化和消费者预算约
束连接起来，是生产经济一般均衡中的关键会计关系。

解答 13.35. Ch09 给出消费者在价格和财富下如何形成需求；Ch10 给出企业在价格下如
何形成供给和利润；Ch11 提供固定点方法，说明如何寻找价格和选择的自洽点；Ch12 把
这些拼接起来，定义竞争均衡，并证明均衡与 Pareto 效率之间的福利定理。

13.13 Computation Lab

13.13.1 两人两商品交换经济

设两名消费者效用均为

ui(xi1, xi2) = xαi
i1x

1−αi
i2 .

给定禀赋 ω1, ω2，令 p2 = 1、p1 = q。消费者 i 的财富为

wi(q) = qωi1 + ωi2.

Marshallian demand 为

xi1(q) =
αiwi(q)

q
, xi2(q) = (1− αi)wi(q).

商品 1 的超额需求为
z1(q) = x11(q) + x21(q)− (ω11 + ω21).

数值任务是求解 z1(q) = 0。

13.13.2 超额需求图像

取

α1 = 0.5, α2 = 0.5, ω1 = (1, 0), ω2 = (0, 1).

在 q ∈ [0.2, 5] 上画出 z1(q)。图像应在 q = 1 附近穿过零。再把 α1 改成 0.8，观察均衡相

对价格如何变化。

13.13.3 Tâtonnement 迭代

给定简单价格调整：

qt+1 = qt + ηz1(qt),
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其中 η > 0是步长。选择 q0 = 0.5，比较 η = 0.05、η = 0.2、η = 0.8的收敛表现。步长太大

时，价格可能振荡或变成负数；实际计算中需要加入下界截断，例如 qt+1 = max{0.01, qt+
ηz1(qt)}。

13.13.4 Edgeworth Box 可行性检查

在两人两商品经济中，总禀赋为 ω̄ = (1, 1)。随机生成若干 x1 ∈ [0, 1]2，令

x2 = ω̄ − x1.

检查 x2 ≥ 0。所有满足非负性的点都对应 Edgeworth box 中的可行配置。若效用为 Cobb-
Douglas，可以计算每个配置下两人的效用，并画出近似契约曲线。

13.13.5 福利定理数值检查

对一个候选均衡 (p∗, x∗)，做三步检查：

1. 预算检查：确认 p∗ · x∗i = p∗ · ωi。

2. 最优性检查：在预算线上采样若干消费束，确认没有采样点给出更高效用。

3. 可行性检查：确认
∑

i x
∗
i =

∑
i ωi。

这些数值检查不能替代理论证明，但能帮助读者看见第一福利定理中的三个关键部件如何

同时工作。

13.13.6 Recommended Checks

1. 改变禀赋分布，比较均衡价格与均衡配置。

2. 改变 Cobb-Douglas 参数 αi，观察偏好强度如何影响相对价格。

3. 对完全替代效用做同样实验，观察需求多值或价格不稳定现象。

4. 用价格归一化
∑

ℓ pℓ = 1 重写两商品计算，确认结果只差比例。
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14.1 为什么一般均衡之后需要博弈

Ch12的竞争均衡把许多消费者和企业放进同一个价格系统中。价格是协调机制，每个
主体把价格当作给定。博弈论处理另一类相互依赖：一个人的最优选择直接取决于其他人

的选择。企业定价、拍卖、平台进入、货币政策承诺、搜索与匹配、金融挤兑都具有这种

结构。

本章的数学主线仍然是固定点。消费者理论中，需求是价格的函数或对应；博弈论中，

最佳反应是他人策略的函数或对应。Nash 均衡要求每个人的策略同时属于自己的最佳反
应：

s∗i ∈ Bi(s
∗
−i), i = 1, . . . , N.

这正是对应固定点。

14.2 标准式博弈

定义 14.1 (标准式博弈). 一个有限标准式博弈由

G = (N, (Si)
N
i=1, (ui)

N
i=1)

给出。其中 N 是玩家数，Si 是玩家 i 的纯策略集合，S =
∏

i Si 是策略组合集合，收益函

数为

ui : S → R.

若写 s = (si, s−i)，则 si 是玩家 i 的策略，s−i 是其他玩家的策略组合。

例 14.1 (囚徒困境). 两名玩家各有两个策略：合作 C 和背叛 D。收益矩阵为

C D

C (2, 2) (0, 3)

D (3, 0) (1, 1)

164



14.3 占优策略与最佳反应 165

对玩家 1，如果玩家 2 选 C，玩家 1 选 D 得到 3，高于选 C 的 2；如果玩家 2 选 D，玩

家 1 选 D 得到 1，高于选 C 的 0。因此 D 严格占优。玩家 2 同理。唯一占优策略均衡是
(D,D)。

经济解释是：个体理性选择不一定实现共同最优。虽然 (C,C) 给两人总收益 4，高于
(D,D) 的 2，但在一次性同时行动中，每个人都有背叛动机。

14.3 占优策略与最佳反应

定义 14.2 (严格占优). 若对所有 s−i ∈ S−i，都有

ui(si, s−i) > ui(s
′
i, s−i),

则称策略 si 严格占优于 s′i。

定义 14.3 (最佳反应). 给定其他玩家策略 s−i，玩家 i 的最佳反应对应为

Bi(s−i) = arg max
si∈Si

ui(si, s−i).

定义 14.4 (Nash 均衡). 策略组合 s∗ ∈ S 是纯策略 Nash 均衡，如果对每个玩家 i，

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i) for all si ∈ Si.

等价地，

s∗i ∈ Bi(s
∗
−i), i = 1, . . . , N.

命题 14.1 (Nash 均衡的最佳反应刻画). 策略组合 s∗ 是 Nash 均衡，当且仅当每个分量都
是对其他人策略的最佳反应。

证明. 这只是定义的改写。Nash 条件要求任何玩家单方面偏离都不能提高收益，即

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i)

对所有 si 成立。这正是 s∗i ∈ arg maxsi∈Si
ui(si, s

∗
−i) = Bi(s

∗
−i)。

例 14.2 (协调博弈的多个 Nash 均衡). 考虑收益矩阵

L R

U (2, 2) (0, 0)

D (0, 0) (1, 1)

若玩家 2 选 L，玩家 1 的最佳反应是 U；若玩家 2 选 R，玩家 1 的最佳反应是 D。玩家 2
同理。因此 (U,L) 和 (D,R) 都是 Nash 均衡。
这个例子说明 Nash 均衡不一定唯一。它描述的是自洽性：给定别人这么做，自己没

有单方面偏离的动机。两个均衡分别对应高协调和低协调状态。



166 第十四章 博弈均衡与信息结构初步

例 14.3 (没有纯策略均衡的匹配硬币). 玩家 1 选择 H 或 T，玩家 2 也选择 H 或 T。若两

人相同，玩家 1 得 1、玩家 2 得 −1；若不同，玩家 1 得 −1、玩家 2 得 1。收益矩阵为

H T

H (1,−1) (−1, 1)

T (−1, 1) (1,−1)

若玩家 2 选 H，玩家 1 最好选 H，但此时玩家 2 想改成 T。逐格检查可知没有任何纯策

略组合让两人都在最佳反应上。这个例子推动我们引入混合策略。

14.4 混合策略

定义 14.5 (混合策略). 若 Si 是有限集合，玩家 i 的混合策略是 Si 上的概率分布，记为

σi ∈ ∆(Si)。混合策略组合为 σ = (σ1, . . . , σN)。

混合策略不是说玩家“心理上不确定”，而是把策略空间扩展到概率单纯形。这样每个

玩家的策略集合变成非空、紧、凸集合；收益变成关于混合策略的多重线性函数。

定义 14.6 (混合策略期望收益). 有限博弈中，混合策略组合 σ 下玩家 i 的期望收益为

Ui(σ) =
∑
s∈S

ui(s)
N∏
j=1

σj(sj).

例 14.4 (匹配硬币的混合均衡). 设玩家 1 选择 H 的概率为 p，玩家 2 选择 H 的概率为 q。

玩家 1 选 H 的期望收益为

q · 1 + (1− q)(−1) = 2q − 1.

选 T 的期望收益为

q(−1) + (1− q)1 = 1− 2q.

若玩家 1 在均衡中混合，必须对 H 和 T 无差异：

2q − 1 = 1− 2q.

解得 q = 1/2。同理，玩家 2 无差异要求 p = 1/2。所以混合 Nash 均衡为

p∗ = q∗ = 1/2.

混合均衡的核心计算法则是：让对方在其支持集上的纯策略无差异。
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例 14.5 (进入博弈的混合均衡). 两个企业同时决定进入 E 或不进入 N。若两者都进入，各

得 −1；若一方进入另一方不进入，进入者得 2，不进入者得 0；若都不进入，各得 0：

E N

E (−1,−1) (2, 0)

N (0, 2) (0, 0)

设对手进入概率为 q。自己进入的期望收益为

−q + 2(1− q) = 2− 3q.

不进入收益为 0。混合时无差异：
2− 3q = 0,

所以 q = 2/3。对称混合均衡中每个企业以 2/3 的概率进入。

经济解释是：进入概率越高，竞争越激烈，进入的吸引力越低。混合均衡把对手进入

概率调到使自己刚好无差异。

14.5 Nash 存在定理
定理 14.1 (Nash 存在定理，有限博弈). 每个有限标准式博弈至少存在一个混合策略 Nash
均衡。

证明思路. 对每个玩家 i，混合策略集合 ∆(Si) 是非空、紧、凸的单纯形。乘积集合

∆ =
N∏
i=1

∆(Si)

仍非空、紧、凸。

给定 σ−i，玩家 i 最大化连续且关于 σi 线性的期望收益 Ui(σi, σ−i)。因此最佳反应集

合

Bi(σ−i) = arg max
σi∈∆(Si)

Ui(σi, σ−i)

非空、紧、凸。由最大值定理，最佳反应对应上半连续。

定义联合最佳反应对应

B(σ) =
N∏
i=1

Bi(σ−i).

它从 ∆ 映到自身，且满足 Kakutani 定理的条件。于是存在 σ∗ ∈ ∆ 使

σ∗ ∈ B(σ∗).

这正是混合策略 Nash 均衡。
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例 14.6 (最佳反应为什么是凸值). 在有限博弈中，若给定 σ−i，玩家 i 的两个纯策略 A 和

B 都给出最大期望收益 3，则任意混合

λA+ (1− λ)B, λ ∈ [0, 1],

也给出期望收益 3。原因是期望收益对自己的混合策略是线性的。于是最佳反应集合是一
个面，因而是凸的。这正是 Nash 存在证明中 Kakutani 可以使用的关键。

14.6 连续策略与一阶条件

有限博弈之外，许多经济博弈有连续行动。例如 Cournot 产量竞争、价格竞争和公共
品贡献。若收益函数可微，最佳反应常由一阶条件刻画。

例 14.7 (Cournot 双寡头). 两个企业选择产量 q1, q2 ≥ 0。反需求为

P (Q) = a− bQ, Q = q1 + q2,

边际成本为 c，其中 a > c。企业 i 利润为

πi(qi, qj) = (a− b(qi + qj)− c)qi.

对 qi 求一阶条件：

a− c− bqj − 2bqi = 0.

最佳反应为

Bi(qj) =
a− c− bqj

2b

在非负约束下再取正部。对称均衡满足 q1 = q2 = q∗，所以

q∗ =
a− c− bq∗

2b
.

解得

q∗ =
a− c

3b
.

这里 Nash 均衡是两个最佳反应曲线的交点。

例 14.8 (最佳反应斜率和战略替代). Cournot 最佳反应

Bi(qj) =
a− c

2b
− 1

2
qj

关于对手产量下降，因此产量是战略替代：对手生产越多，自己最优产量越低。这和 Ch08
的战略互补相反。不同的斜率结构会影响均衡唯一性和动态调整稳定性。
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14.7 战略互补与单调均衡

若玩家行动集合是格，收益具有 increasing differences，则最佳反应随他人行动上升而
上升。此时可以使用 Tarski 定理。

定义 14.7 (战略互补). 若玩家 i 的收益 ui(si, s−i) 在 si 和 s−i 之间具有 increasing dif-
ferences，则称策略具有战略互补。直觉是：他人行动越高，自己选择高行动的相对收益越
大。

定理 14.2 (超模博弈的固定点思路). 若每个策略集合是完全格，最佳反应对应非空且存在
单调选择，则单调最佳反应映射存在固定点。该固定点是 Nash 均衡。

例 14.9 (技术采纳的战略互补). 两家企业选择是否采用新技术 0 或 1。若只有一家采用，

收益提升有限；若两家都采用，供应链和兼容性提高，收益更高。设收益为

ui(si, sj) = 2si + sisj − si.

当 sj = 0 时，采用的净收益为 1；当 sj = 1 时，采用的净收益为 2。对手采用越可能，自

己采用越有吸引力。这是战略互补。最佳反应单调，可能出现“都不采用”和“都采用”这

样的多重均衡。

14.8 信息结构与 Bayesian 博弈

到目前为止，玩家知道博弈的收益函数。许多经济场景中，玩家只知道自己的成本、估

值或类型，而不知道他人的类型。信息结构把这种不完全信息组织起来。

定义 14.8 (类型与信念). 玩家 i 的类型为 θi ∈ Θi。类型可以表示成本、估值、质量或私人

信号。玩家对其他人类型的条件分布称为信念，记为

µi(θ−i | θi).

定义 14.9 (Bayesian 策略). Bayesian 博弈中，玩家 i 的策略是从类型到行动的函数：

si : Θi → Ai.

也就是说，不同类型可以选择不同行动。

定义 14.10 (Bayesian Nash 均衡). 策略组合 s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
N) 是 Bayesian Nash 均衡，如

果对每个玩家 i 和每个类型 θi，s
∗
i (θi) 最大化给定信念和他人策略时的条件期望收益。
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例 14.10 (一价拍卖的类型策略). 两个买家估值分别为 θi ∈ [0, 1]。在一价密封拍卖中，行

动是出价 bi。策略不是一个单一出价，而是函数

bi = si(θi).

高估值类型通常出更高价格，低估值类型出更低价格。均衡要求每个估值类型在给定别人

出价函数时都不愿改变自己的出价。这就是 Bayesian Nash 条件。

例 14.11 (离散类型的期望收益). 玩家 1 有类型 H,L，概率各为 1/2。玩家 2 不观察类型，
只知道概率。若玩家 1 的策略为 s1(H) = A、s1(L) = B，玩家 2 选择 C 的期望收益为

1

2
u2(A,C,H) +

1

2
u2(B,C, L).

选择 D 的期望收益类似。玩家 2的最佳反应比较的是这些按信念加权的期望收益，而不是
某一个确定类型下的收益。

14.9 与动态和金融章节的接口

博弈论提供三种后续章节会反复使用的语言。第一，均衡是固定点：策略等于最佳反

应。第二，信息影响最优选择：策略可能是状态或类型的函数。第三，混合和信念把概率

引入战略推理。Ch14 的有限状态动态规划会把“策略是状态的函数”推到动态环境；卷二
和卷三会进一步把信息结构扩展为过滤、条件期望和随机过程。

14.10 本章小结

博弈均衡是一般均衡思想的近亲：都要求个体最优和整体自洽。标准式博弈用策略集

和收益函数描述相互依赖；最佳反应对应把优化问题变成固定点问题；混合策略把有限博弈

放进紧凸单纯形；Kakutani给出 Nash存在性；Tarski处理战略互补和多重均衡；Bayesian
博弈把私人信息纳入策略函数和条件期望。下一章将进入有限状态动态规划，把“策略依

赖状态”的思想变成递归优化。

14.11 Exercises
习题 14.1. 定义有限标准式博弈。

习题 14.2. 解释 si 和 s−i 的含义。

习题 14.3. 定义严格占优策略。
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习题 14.4. 定义最佳反应对应。

习题 14.5. 定义纯策略 Nash 均衡。

习题 14.6. 证明 Nash 均衡等价于每个玩家都在最佳反应上。

习题 14.7. 给定收益矩阵
L R

U (3, 2) (0, 0)

D (1, 1) (2, 3)

求所有纯策略 Nash 均衡。

习题 14.8. 判断上一题中是否存在严格占优策略。

习题 14.9. 给定囚徒困境矩阵，说明为什么 (D,D) 是 Nash 均衡但不是总收益最大配置。

习题 14.10. 定义混合策略。

习题 14.11. 写出有限博弈中混合策略期望收益公式。

习题 14.12. 解释为什么混合策略集合 ∆(Si) 是凸集。

习题 14.13. 匹配硬币中，推导混合均衡。

习题 14.14. 给定博弈
L R

U (2, 1) (0, 0)

D (0, 0) (1, 2)

求玩家 1 在混合均衡中使玩家 2 无差异的概率。

习题 14.15. 继续上一题，求玩家 2 在混合均衡中使玩家 1 无差异的概率。

习题 14.16. 说明混合均衡中为什么支持集内的纯策略必须给出相同期望收益。

习题 14.17. 说明 Nash 存在定理为什么需要把纯策略扩展为混合策略。

习题 14.18. 概述 Nash 存在定理的 Kakutani 证明框架。

习题 14.19. 解释最佳反应对应为什么可能多值。

习题 14.20. 说明最佳反应集合为什么是凸的。

习题 14.21. Cournot 模型中 P = a− b(q1 + q2)，边际成本 c。推导企业 1 的最佳反应。
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习题 14.22. 求对称 Cournot Nash 均衡产量。

习题 14.23. 在 Cournot 模型中解释为什么产量是战略替代。

习题 14.24. 若两个企业的最佳反应为 q1 = 3− 0.5q2、q2 = 3− 0.5q1，求均衡。

习题 14.25. 定义战略互补。

习题 14.26. 解释为什么战略互补适合用 Tarski 定理。

习题 14.27. 给定二元行动 si ∈ {0, 1}，收益 ui(si, sj) = si(1 + sj)。求最佳反应并判断是

否战略互补。

习题 14.28. 说明多重均衡在协调博弈中的经济含义。

习题 14.29. 定义类型。

习题 14.30. 定义 Bayesian 策略。

习题 14.31. 定义 Bayesian Nash 均衡。

习题 14.32. 设玩家有两种类型 H,L，概率各为 1/2。若行动 A 在 H 类型下收益 4、在 L

类型下收益 0，行动 B 两种类型收益都为 1，计算不知道类型时 A 与 B 的期望收益。

习题 14.33. 解释信息结构如何影响最佳反应。

习题 14.34. 比较竞争均衡和 Nash 均衡的共同点与差异。

习题 14.35. 说明 Ch13 如何为 Ch14 的动态规划做准备。

14.12 Solutions

本章题解的核心是“给定别人，自己最优”。矩阵题先列最佳反应；混合题先写无差异

条件；存在性题要指出使用紧凸单纯形、连续收益、凸值最佳反应和 Kakutani 定理。

解答 14.1. 有限标准式博弈由

G = (N, (Si)
N
i=1, (ui)

N
i=1)

给出。其中 N 是玩家数，Si 是玩家 i 的有限纯策略集合，ui :
∏

j Sj → R 是玩家 i 的收益

函数。它描述的是所有玩家同时选择策略后，每个人得到多少收益。
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解答 14.2. si 表示玩家 i 自己的策略；s−i 表示除玩家 i 以外所有玩家的策略组合。因此

完整策略组合可写成

s = (si, s−i).

这种记号方便表达单方面偏离：只改变 si，保持 s−i 不变。

解答 14.3. 若对所有 s−i，都有

ui(si, s−i) > ui(s
′
i, s−i),

则 si 严格占优于 s′i。意思是无论别人怎么选，si 都比 s′i 给玩家 i 更高收益。

解答 14.4. 给定其他玩家策略 s−i，最佳反应对应为

Bi(s−i) = arg max
si∈Si

ui(si, s−i).

它可能是集合而不是单点，因为多个策略可能给出相同最大收益。

解答 14.5. 纯策略组合 s∗ 是 Nash 均衡，如果对每个玩家 i 和任意单方面偏离 si，都有

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i).

也就是说，在别人保持均衡策略时，没有任何玩家愿意单独改变自己的策略。

解答 14.6. 若 s∗ 是 Nash 均衡，则对所有 si，

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i),

所以 s∗i 最大化 ui(·, s∗−i)，即 s∗i ∈ Bi(s
∗
−i)。反过来，若每个 s∗i ∈ Bi(s

∗
−i)，则每个玩家都没

有有利的单方面偏离，正是 Nash 均衡。

解答 14.7. 列最佳反应。若玩家 2 选 L，玩家 1 在 U,D 下收益为 3, 1，最佳反应是 U。若

玩家 2 选 R，玩家 1 收益为 0, 2，最佳反应是 D。若玩家 1 选 U，玩家 2 在 L,R 下收益

为 2, 0，最佳反应是 L。若玩家 1 选 D，玩家 2 收益为 1, 3，最佳反应是 R。共同最佳反

应为 (U,L) 和 (D,R)。

解答 14.8. 没有严格占优策略。对玩家 1，若玩家 2 选 L，U 优于 D；若玩家 2 选 R，D

优于 U。所以没有一个策略在所有情况下都更好。玩家 2 同理，面对 U 时选 L，面对 D

时选 R。

解答 14.9. 囚徒困境中，对每个玩家而言，无论对方合作还是背叛，背叛都给出更高收益，
所以 (D,D) 是占优策略均衡，也必然是 Nash 均衡。但 (C,C) 给两人的收益为 (2, 2)，总

收益为 4，高于 (D,D) 的总收益 2。因此 Nash 均衡体现个体稳定性，不一定最大化总收
益。
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解答 14.10. 混合策略是纯策略集合上的概率分布。若 Si = {A,B}，一个混合策略可写为
(p, 1− p)，表示以概率 p 选 A、以概率 1− p 选 B。

解答 14.11. 有限博弈中，混合策略组合 σ 下玩家 i 的期望收益为

Ui(σ) =
∑
s∈S

ui(s)
N∏
j=1

σj(sj).

每个纯策略组合 s 出现的概率是各玩家选择对应纯策略概率的乘积。

解答 14.12. ∆(Si)是所有非负概率向量且分量和为 1的集合。若 σ, τ ∈ ∆(Si)，对 λ ∈ [0, 1]，

λσ + (1− λ)τ

仍非负，且分量和仍为 1。因此它仍是概率分布，∆(Si) 是凸集。

解答 14.13. 设玩家 1 选 H 的概率为 p，玩家 2 选 H 的概率为 q。玩家 1 选 H 的收益为

2q − 1，选 T 的收益为 1− 2q。混合要求无差异：

2q − 1 = 1− 2q,

得 q = 1/2。玩家 2 同理得到 p = 1/2。所以混合均衡为双方各以 1/2 概率选择 H。

解答 14.14. 设玩家 1 选 U 的概率为 p。玩家 2 选 L 的期望收益为

p · 1 + (1− p) · 0 = p.

选 R 的期望收益为

p · 0 + (1− p) · 2 = 2(1− p).

无差异要求

p = 2(1− p),

所以 p = 2/3。

解答 14.15. 设玩家 2 选 L 的概率为 q。玩家 1 选 U 的期望收益为

2q + 0(1− q) = 2q.

选 D 的期望收益为

0q + 1(1− q) = 1− q.

无差异要求

2q = 1− q,

所以 q = 1/3。混合均衡为玩家 1 以 2/3 选 U，玩家 2 以 1/3 选 L。
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解答 14.16. 若某个支持集内纯策略给出更低期望收益，玩家就会把该策略的概率移到收
益更高的纯策略上，从而提高期望收益。因此在最优混合策略中，所有被赋予正概率的纯

策略必须给出相同的最大期望收益。

解答 14.17. 有些有限博弈没有纯策略 Nash 均衡，例如匹配硬币。扩展到混合策略后，每
个玩家的策略集合变成非空、紧、凸的概率单纯形，收益函数连续且线性，最佳反应对应

满足 Kakutani 条件。这样可以保证至少存在混合均衡。

解答 14.18. 证明框架如下：第一，混合策略集合 ∆ =
∏

i∆(Si)非空、紧、凸。第二，给定

他人混合策略，每个玩家最大化连续线性期望收益，最佳反应非空、紧、凸。第三，由最大

值定理，最佳反应对应上半连续。第四，联合最佳反应 B(σ) =
∏

iBi(σ−i) 满足 Kakutani
条件，所以有固定点 σ∗ ∈ B(σ∗)，即 Nash 均衡。

解答 14.19. 最佳反应可能多值，因为多个策略可能给出同样最高收益。例如给定对手混合
策略时，玩家对 A 和 B 的期望收益都等于 3，并且高于其他策略，那么 A、B 以及它们

的任意混合都是最佳反应。

解答 14.20. 在混合策略空间中，期望收益关于自己的混合策略是线性的。若 σi 和 τi 都是

最佳反应，给出相同最大值 M，则

Ui(λσi + (1− λ)τi, σ−i) = λM + (1− λ)M =M.

所以任意凸组合也是最佳反应，最佳反应集合是凸的。

解答 14.21. 企业 1 利润为

π1(q1, q2) = (a− b(q1 + q2)− c)q1.

展开为

π1 = (a− c− bq2)q1 − bq21.

对 q1 求一阶条件：

a− c− bq2 − 2bq1 = 0.

因此内点最佳反应为

q1 =
a− c− bq2

2b
.

考虑非负约束时取

B1(q2) = max
{
0,
a− c− bq2

2b

}
.
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解答 14.22. 对称均衡中 q1 = q2 = q∗。代入最佳反应：

q∗ =
a− c− bq∗

2b
.

整理得

3bq∗ = a− c,

所以

q∗ =
a− c

3b
.

解答 14.23. Cournot 最佳反应为

Bi(qj) =
a− c

2b
− 1

2
qj.

它随 qj 增加而下降。对手产量越高，市场价格越低，自己增加产量的边际收益越低，因此

自己最优产量下降。这就是战略替代。

解答 14.24. 解方程组
q1 = 3− 0.5q2, q2 = 3− 0.5q1.

对称性给出 q1 = q2 = q，于是

q = 3− 0.5q,

所以 1.5q = 3，得 q = 2。均衡为 (2, 2)。

解答 14.25. 战略互补指他人行动越高，自己选择更高行动的相对收益越大。数学上通常由
increasing differences 表示：ui(si, s−i) 在 si 和 s−i 之间具有递增差分。

解答 14.26. 战略互补使最佳反应具有单调性。若策略集合具有格结构，单调最佳反应映射
就可以用 Tarski 固定点定理得到固定点。固定点正是每个玩家都在最佳反应上的 Nash 均
衡。Tarski 方法还常给出最小和最大均衡。

解答 14.27. 若 si = 0，收益为 0；若 si = 1，收益为 1 + sj。无论 sj = 0 还是 1，选择 1

都严格更好，所以最佳反应恒为 1。由于对手行动升高时选择高行动的收益差从 1 增加到
2，它具有战略互补。

解答 14.28. 协调博弈中的多重均衡表示经济可能稳定在不同自我实现状态。例如所有人
都采用新技术时，采用是最优；所有人都不采用时，不采用也可能是最优。均衡选择可能

依赖历史、预期、政策协调或焦点。

解答 14.29. 类型是玩家的私人信息变量，通常表示估值、成本、质量、风险偏好或信号。
记作 θi ∈ Θi。其他玩家可能不知道 θi，只知道其分布或条件分布。
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解答 14.30. Bayesian 策略是从类型到行动的函数：

si : Θi → Ai.

它规定玩家在每一种可能类型下采取什么行动。因此策略不是一个单一动作，而是一整套

类型依赖的行动计划。

解答 14.31. Bayesian Nash均衡是一个策略函数组合 s∗，使得对每个玩家 i和每个类型 θi，

行动 s∗i (θi) 在给定信念和他人策略函数时最大化条件期望收益。它是“不完全信息下的逐

类型最佳反应”。

解答 14.32. 行动 A 的期望收益为

1

2
· 4 + 1

2
· 0 = 2.

行动 B 的期望收益为
1

2
· 1 + 1

2
· 1 = 1.

如果玩家不知道类型且只最大化期望收益，则选择 A。但若玩家观察自己的类型，策略可

能规定 H 类型选 A，L 类型选 B。

解答 14.33. 信息结构决定玩家在选择时条件化在哪些信息上。若玩家知道自己的类型，就
按类型计算条件期望收益；若还能观察信号，就按信号更新信念。信息越精细，最佳反应

越能针对真实状态调整，因此均衡策略也会改变。

解答 14.34. 共同点是二者都要求个体最优和整体自洽。竞争均衡中，给定价格，每个消费
者或企业最优，市场清算；Nash 均衡中，给定他人策略，每个玩家最优，策略组合自洽。
差异是竞争均衡通过价格协调匿名市场互动，而 Nash 均衡直接处理策略之间的相互依赖。

解答 14.35. Ch13引入了策略作为条件化规则的思想：在博弈中，策略可以依赖他人行动、
类型或信息。Ch14 的动态规划会把策略写成状态的函数，并用 Bellman 方程刻画最优状
态依赖决策。因此 Ch13 是从静态最优反应走向状态依赖递归决策的桥梁。

14.13 Computation Lab

14.13.1 矩阵博弈最佳反应枚举

给定两个 m× n 收益矩阵 A,B，其中 Aij 是玩家 1 选第 i 行、玩家 2 选第 j 列时玩

家 1 的收益，Bij 是玩家 2 的收益。计算纯策略 Nash 均衡的步骤：
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1. 对每一列 j，找出使 Aij 最大的行 i。

2. 对每一行 i，找出使 Bij 最大的列 j。

3. 同时被标记为双方最佳反应的格子就是纯策略 Nash 均衡。

14.13.2 二乘二混合均衡求解

设玩家 1 收益矩阵为

A =

(
a b

c d

)
,

玩家 2 收益矩阵为

B =

(
e f

g h

)
.

令玩家 1 选第一行概率为 p，玩家 2 选第一列概率为 q。玩家 1 无差异条件为

qa+ (1− q)b = qc+ (1− q)d.

玩家 2 无差异条件为
pe+ (1− p)g = pf + (1− p)h.

解这两个线性方程并检查 p, q ∈ [0, 1]，即可得到完全混合均衡候选。

14.13.3 最佳反应动态

对 2× 2 博弈，可以从任意初始混合概率 (p0, q0) 出发，令每个玩家在下一期选择对当

前对手混合策略的一个最佳反应。记录序列

(pt, qt)t≥0.

在协调博弈中，动态可能收敛到某个纯均衡；在匹配硬币中，动态可能循环。这说明 Nash
均衡存在不等于简单最佳反应动态一定收敛。

14.13.4 Cournot 数值迭代

设 a = 10、b = 1、c = 1。最佳反应为

Bi(qj) = max{0, 4.5− 0.5qj}.
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从 (q01, q
0
2) = (0, 0) 出发同步迭代：

qt+1
1 = B1(q

t
2), qt+1

2 = B2(q
t
1).

理论均衡为

q∗1 = q∗2 = 3.

比较同步迭代和交替迭代的收敛路径。

14.13.5 Bayesian 收益计算

设玩家 1 的类型 θ1 ∈ {H,L}，概率分别为 π 和 1 − π。给定玩家 1 的类型策略
s1(H), s1(L) 和玩家 2 的行动 a2，玩家 2 的期望收益为

πu2(s1(H), a2, H) + (1− π)u2(s1(L), a2, L).

改变 π，观察玩家 2 的最佳反应如何变化。这是信息结构影响行为的最小数值实验。

14.13.6 Recommended Checks

1. 随机生成 2× 2 收益矩阵，枚举纯策略 Nash 均衡。

2. 对没有纯均衡的矩阵，尝试计算混合均衡。

3. 比较协调博弈与零和博弈中的最佳反应动态。

4. 在 Cournot 模型中改变 a, b, c，观察均衡产量如何变化。

5. 在 Bayesian 收益计算中改变先验概率，画出最佳反应切换阈值。
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资产定价

15.1 从静态选择到递归选择

前面章节的选择问题大多是静态的：给定预算、技术、价格或他人策略，主体选择一

次。动态经济学把选择放进时间中。今天的行动影响明天的状态，明天的状态又影响后天

的选择。递归方法的核心思想是：如果状态变量已经包含了所有与未来有关的信息，那么

从今天开始的问题和从明天开始的问题具有同样形式。

本章只处理有限状态和有限行动。这样所有对象都可以写成向量和矩阵：值函数是有

限维向量，转移规律是矩阵，Bellman 算子是向量空间上的映射。这个有限版本足以展示
动态规划和资产定价的骨架。

15.2 有限状态 Markov 链
定义 15.1 (有限状态 Markov 链). 设状态集合为

S = {1, . . . , n}.

若

Pr(st+1 = j | st = i, st−1, . . . , s0) = Pr(st+1 = j | st = i) = Pij,

则称 (st) 是有限状态 Markov 链。矩阵 P = (Pij) 称为转移矩阵。

转移矩阵每一行都是概率分布：

Pij ≥ 0,
n∑
j=1

Pij = 1.

命题 15.1 (转移矩阵保持概率单纯形). 若 µ 是状态上的概率行向量，且 P 是转移矩阵，则

µ′ = µP

180
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仍是概率向量。

证明. 非负性来自 µi ≥ 0 和 Pij ≥ 0。总和为∑
j

µ′
j =

∑
j

∑
i

µiPij =
∑
i

µi
∑
j

Pij =
∑
i

µi = 1.

所以 µP 仍在概率单纯形中。

例 15.1 (两状态收入过程). 设状态 1 表示低收入，状态 2 表示高收入，转移矩阵为

P =

(
0.8 0.2

0.3 0.7

)
.

若今天低收入，则明天仍低收入的概率为 0.8，转为高收入的概率为 0.2。若今天高收入，则

明天转为低收入的概率为 0.3，仍高收入的概率为 0.7。若初始分布为 µ = (1, 0)，下一期分

布为

µP = (0.8, 0.2).

再下一期为

(0.8, 0.2)P = (0.7, 0.3).

这展示了矩阵乘法如何描述状态分布演化。

15.3 有限状态动态规划问题

设状态为 s ∈ S，行动集合为 A(s)，当期收益为 u(s, a)，折现因子为 β ∈ (0, 1)。行动

a 影响下一期状态分布 P (s′|s, a)。目标是最大化

E
∞∑
t=0

βtu(st, at).

定义 15.2 (策略). 策略是从状态到行动的函数

π : S → A, π(s) ∈ A(s).

它规定每个状态下采取什么行动。

定义 15.3 (值函数). 值函数 V : S → R 给出从每个状态出发能够达到的最大折现收益：

V (s) = sup
π

E

[
∞∑
t=0

βtu(st, π(st)) | s0 = s

]
.
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定义 15.4 (Bellman 算子). Bellman 算子 T 作用在函数 V : S → R 上：

(TV )(s) = max
a∈A(s)

{
u(s, a) + β

∑
s′∈S

P (s′|s, a)V (s′)

}
.

例 15.2 (两状态储蓄问题的 Bellman方程). 设状态是财富 s ∈ {1, 2}，行动是消费 c ∈ {0, 1}，
且必须满足 c ≤ s。当期效用为 u(c) = c，下一期财富为

s′ = min{2, s− c+ 1}.

Bellman 方程为
V (s) = max

c∈{0,1}, c≤s
{c+ βV (min{2, s− c+ 1})}.

这不是一次性最大化，而是把“今天消费”和“留下明天状态的价值”放在一起比较。有

限状态下，V (1) 和 V (2) 是两个未知数。

15.4 Bellman 算子的压缩性

令 V 是所有有界函数 V : S → R。有限状态下它就是 Rn，配以上确界范数

‖V −W‖∞ = max
s∈S

|V (s)−W (s)|.

命题 15.2 (Bellman 算子的单调性). 若 V (s) ≤ W (s) 对所有 s 成立，则

TV (s) ≤ TW (s)

对所有 s 成立。

证明. 对任意行动 a，有∑
s′

P (s′|s, a)V (s′) ≤
∑
s′

P (s′|s, a)W (s′).

加上同一个 u(s, a)并乘以 β > 0，不等式保持。再对 a取最大值，得到 TV (s) ≤ TW (s)。

定理 15.1 (Bellman 算子是压缩映射). 若 β ∈ (0, 1)，则

‖TV − TW‖∞ ≤ β‖V −W‖∞.

因此 Bellman 方程 V = TV 有唯一解，并且值函数迭代 Vk+1 = TVk 从任意初值收敛。
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证明. 固定状态 s。令 aV 是 TV (s) 的一个最大化行动。则

TV (s)− TW (s) ≤ u(s, aV ) + β
∑
s′

P (s′|s, aV )V (s′)− u(s, aV )− β
∑
s′

P (s′|s, aV )W (s′).

所以

TV (s)− TW (s) ≤ β
∑
s′

P (s′|s, aV )(V (s′)−W (s′)) ≤ β‖V −W‖∞.

交换 V,W 得到反向不等式，故

|TV (s)− TW (s)| ≤ β‖V −W‖∞.

对 s 取最大值得到结论。由 Banach 压缩映射定理，固定点唯一且迭代收敛。

例 15.3 (值函数迭代). 设只有一个状态，两个行动 a = 0, 1。收益为 u(0) = 0、u(1) = 1，

状态永远不变，β = 0.9。Bellman 方程是

V = max{0 + 0.9V, 1 + 0.9V } = 1 + 0.9V.

解得

V = 10.

若从 V0 = 0 开始迭代，

V1 = 1, V2 = 1.9, V3 = 2.71.

它按压缩映射定理收敛到 10。这个例子极简单，但已经包含动态规划的核心：当前收益加
折现后的未来价值。

15.5 给定策略的值与策略改进

给定策略 π，定义当期收益向量

uπ(s) = u(s, π(s)),

以及转移矩阵

Pπ(s, s
′) = P (s′|s, π(s)).

策略 π 的值函数满足

Vπ = uπ + βPπVπ.

因此

Vπ = (I − βPπ)
−1uπ.
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例 15.4 (固定策略值函数). 设

uπ =

(
1

2

)
, Pπ =

(
0.8 0.2

0.1 0.9

)
, β = 0.5.

策略值函数解

(I − 0.5Pπ)Vπ = uπ.

矩阵为

I − 0.5Pπ =

(
0.6 −0.1

−0.05 0.55

)
.

解这个二元线性方程即可得到该策略从两个状态出发的折现价值。这里没有再优化，只是

在评价一条给定规则。

定义 15.5 (贪婪策略). 给定候选值函数 V，若策略 π 满足

π(s) ∈ arg max
a∈A(s)

{
u(s, a) + β

∑
s′

P (s′|s, a)V (s′)

}
,

则称 π 是相对于 V 的贪婪策略。

策略迭代的思想是：先评价一个策略 Vπ，再对 Vπ 做贪婪改进。有限状态有限行动下，

这个过程通常比单纯值函数迭代更快。

例 15.5 (策略改进的读法). 若在某状态 s，旧策略选择 a，但用 Vπ 评估后发现另一个行动

b 满足

u(s, b) + βE[Vπ(s′)|s, b] > u(s, a) + βE[Vπ(s′)|s, a],

那么把状态 s 的行动从 a 改成 b 会改善策略。策略改进不是凭直觉改，而是用旧策略的未

来价值来比较不同当前行动。

15.6 Euler 方程的有限状态版本
Bellman 方程适合递归计算。若行动连续且内部最优，可以用一阶条件得到 Euler 方

程。以储蓄问题为例，状态为资产 a 和收入状态 s，选择下一期资产 a′，消费为

c = Ra+ y(s)− a′.

Bellman 方程为

V (a, s) = max
a′

{
u(Ra+ y(s)− a′)β

∑
s′

Pss′V (a′, s′)

}
.
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内点一阶条件给出

u′(c) = β
∑
s′

Pss′Va(a
′, s′).

结合包络条件 Va(a, s) = Ru′(c)，得到 Euler 方程

u′(ct) = βREt[u′(ct+1)].

例 15.6 (确定性 Euler 方程). 若没有不确定性，且 u(c) = log c，Euler 方程为
1

ct
= βR

1

ct+1

.

所以
ct+1

ct
= βR.

若 βR = 1，最优消费保持平稳；若 βR > 1，未来回报较高，消费倾向于增长；若 βR < 1，

消费倾向于下降。

15.7 有限状态资产定价

动态资产定价也可以从有限状态开始。设明天有 n 个状态。一个资产的明天支付向量

为

x = (x1, . . . , xn)
⊤.

今天价格为 q。若存在状态价格向量 ψ ∈ Rn
+，则

q =
n∑

s′=1

ψs′xs′ = ψ · x.

ψs′ 是“明天状态 s′ 下一单位消费”的今天价格。

定义 15.6 (Arrow 证券). Arrow 证券 ej 在状态 j 支付 1，在其他状态支付 0。其价格就是
状态价格 ψj。

例 15.7 (Arrow 证券价格). 若两种明天状态的状态价格为

ψ = (0.4, 0.5),

支付向量 x = (10, 0) 的资产价格为

q = 0.4 · 10 + 0.5 · 0 = 4.

支付向量 y = (1, 1) 的无风险债券价格为

qf = 0.4 + 0.5 = 0.9.

因此无风险总回报为 Rf = 1/0.9。状态价格不仅给出资产价格，也隐含无风险利率。
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15.8 支付矩阵、完备市场与无套利

设有 m 个资产和 n 个明天状态。令支付矩阵为

Q =


x11 · · · x1n
... . . . ...

xm1 · · · xmn

 ,

其中第 k 行是资产 k 在各状态的支付。资产价格向量为 q ∈ Rm。若状态价格为 ψ，则

q = Qψ.

定义 15.7 (市场完备，有限状态). 若 m = n 且支付矩阵 Q 可逆，则任意状态依赖支付都

能由资产组合复制，称市场完备。

例 15.8 (由资产价格反推状态价格). 设两个状态、两个资产，支付矩阵

Q =

(
1 1

1 2

)
,

价格为

q =

(
0.9

1.3

)
.

状态价格满足 (
1 1

1 2

)(
ψ1

ψ2

)
=

(
0.9

1.3

)
.

两式相减得 ψ2 = 0.4，再由第一式得 ψ1 = 0.5。所以

ψ = (0.5, 0.4).

状态价格严格为正，说明每个状态中的一单位支付都有正价值。

定义 15.8 (无套利，有限状态直觉). 若不存在资产组合 θ 使其今天成本非正、明天每个状

态支付非负，并且至少一个状态严格正，则称市场无套利。

有限状态中，一个核心结论是：若存在严格正状态价格 ψ � 0 使 q = Qψ，则无套利。

因为任意组合 θ 的价格为

θ · q = θ ·Qψ = (Q⊤θ) · ψ.

若组合在所有状态支付非负且至少一处严格正，那么右侧严格为正，不可能成本非正。

例 15.9 (套利检查). 若某资产价格为 1，明天两个状态都支付 2，则它支配一只价格为 1、
支付为 1 的无风险债券。若无风险债券价格也是 1，则买入高支付资产、卖出无风险债券，
今天成本为 0，明天每个状态净支付为 1，构成套利。无套利要求更高支付必须有更高价格，
或者价格系统能由正状态价格解释。
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15.9 随机贴现因子与风险中性概率

若真实概率为 ps > 0，状态价格可以写成

ψs = βpsMs,

其中 Ms 称为随机贴现因子。于是资产价格为

q = βE[Mx].

在代表性消费者模型中，常见形式是

Mt+1 =
u′(ct+1)

u′(ct)
.

这把资产定价和动态消费选择连接起来。

例 15.10 (消费增长与资产价格). 若 u(c) = log c，则边际效用为 u′(c) = 1/c。随机贴现因

子为

Mt+1 =
1/ct+1

1/ct
=

ct
ct+1

.

若某状态中未来消费较低，则 ct+1 小，Mt+1 高。该状态下支付更有价值，因为它在边际效

用高的坏状态中提供消费。这是风险溢价的最小数学原型。

若把状态价格归一化，可以得到风险中性概率。令无风险债券价格为

qf =
∑
s

ψs.

定义

p̃s =
ψs
qf
.

则 p̃s ≥ 0，且
∑

s p̃s = 1。资产价格可写为

q = qf
∑
s

p̃sxs.

例 15.11 (风险中性概率). 若 ψ = (0.2, 0.3)，则无风险债券价格为 qf = 0.5，风险中性概

率为

p̃ = (0.4, 0.6).

支付 x = (1, 3) 的资产价格为

q = 0.5[0.4 · 1 + 0.6 · 3] = 1.1.

这里的 p̃ 不一定等于真实概率。它是把折现和风险调整合并后的定价概率。
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15.10 递归资产定价

若资产每期支付红利 d(s)，且状态按 Markov 矩阵 P 转移，价格函数 p(s) 满足递归

定价方程

p(s) = β
∑
s′

Pss′M(s, s′) [d(s′) + p(s′)] .

在风险中性且 M ≡ 1 的简化情形下，

p = βP (d+ p).

整理得

(I − βP )p = βPd,

因此

p = (I − βP )−1βPd.

例 15.12 (两状态红利资产). 设

P =

(
0.8 0.2

0.3 0.7

)
, d =

(
1

2

)
, β = 0.9.

风险中性定价方程是

p = 0.9P (d+ p).

这是两个线性方程。矩阵形式为

(I − 0.9P )p = 0.9Pd.

解出 p后，p1 是低状态下资产价格，p2 是高状态下资产价格。高状态更持久、红利更高时，

通常 p2 > p1。

15.11 卷一小结与通向卷二

卷一从证明语言、线性代数、拓扑、最大值定理、凸性和 KKT 出发，进入消费者、企
业、固定点、一般均衡和博弈。Ch14 把这些有限维工具放入时间中：状态空间仍有限，值
函数仍是向量，Bellman 算子仍是压缩映射，资产定价仍是线性代数。

卷二将放松这些有限性假设。状态空间会变成一般可测空间，期望需要 Lebesgue 积
分，信息会变成过滤，价格泛函会进入 Lp 空间，动态规划也会面对连续状态和可测选择。

本章的有限状态版本就是那条更深路线的地图。
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15.12 Exercises
习题 15.1. 定义有限状态 Markov 链。

习题 15.2. 判断

P =

(
0.7 0.3

0.2 0.8

)
是否为转移矩阵。

习题 15.3. 若初始分布 µ = (1, 0)，计算上一题中下一期分布。

习题 15.4. 证明转移矩阵把概率向量映为概率向量。

习题 15.5. 解释 Markov 性为什么是状态变量充分性的数学表达。

习题 15.6. 定义动态规划中的策略。

习题 15.7. 定义值函数。

习题 15.8. 写出有限状态有限行动下的 Bellman 算子。

习题 15.9. 说明 Bellman 方程 V = TV 的经济含义。

习题 15.10. 证明 Bellman 算子的单调性。

习题 15.11. 证明 Bellman 算子在上确界范数下是 β-压缩。

习题 15.12. 说明为什么 β < 1 对压缩性重要。

习题 15.13. 单状态问题中 u(0) = 0, u(1) = 2, β = 0.5，状态不变。求值函数。

习题 15.14. 从 V0 = 0 开始，对上一题做三步值函数迭代。

习题 15.15. 给定策略 π，写出 Vπ 的矩阵方程。

习题 15.16. 证明 Vπ = (I − βPπ)
−1uπ。

习题 15.17. 设

uπ =

(
1

0

)
, Pπ =

(
1 0

0 1

)
, β = 0.9.

求 Vπ。

习题 15.18. 定义相对于值函数 V 的贪婪策略。
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习题 15.19. 解释策略评价和策略改进的区别。

习题 15.20. 写出储蓄问题中的 Bellman 方程。

习题 15.21. 从储蓄问题的一阶条件推出 Euler 方程的基本形式。

习题 15.22. 若 u(c) = log c，推导确定性 Euler 方程下的消费增长率。

习题 15.23. 定义 Arrow 证券。

习题 15.24. 若状态价格 ψ = (0.3, 0.4)，求支付 x = (2, 5) 的资产价格。

习题 15.25. 若无风险债券在两个状态都支付 1，状态价格为 (0.3, 0.4)，求无风险债券价格

和总回报。

习题 15.26. 定义有限状态下的市场完备。

习题 15.27. 设

Q =

(
1 1

1 3

)
, q =

(
0.8

1.4

)
.

求状态价格。

习题 15.28. 判断上一题中的状态价格是否排除套利。

习题 15.29. 解释正状态价格为什么能排除套利。

习题 15.30. 给出一个简单套利例子。

习题 15.31. 定义随机贴现因子。

习题 15.32. 若真实概率为 p = (0.5, 0.5)、β = 0.95、M = (1.2, 0.8)，求状态价格。

习题 15.33. 若 u(c) = log c，写出消费增长对应的随机贴现因子。

习题 15.34. 解释为什么坏状态中的支付通常更有价值。

习题 15.35. 由状态价格 ψ = (0.2, 0.3) 计算风险中性概率。

习题 15.36. 用风险中性概率给支付 x = (1, 4) 定价，其中 ψ = (0.2, 0.3)。

习题 15.37. 写出有限状态红利资产的递归定价方程。

习题 15.38. 在风险中性且 M = 1 时，把递归定价方程写成矩阵形式。

习题 15.39. 设只有一个状态，红利恒为 d = 2，β = 0.8。求永续资产价格。
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习题 15.40. 解释值函数迭代和资产价格递归方程的共同结构。

习题 15.41. 说明有限状态假设在本章中带来了哪些简化。

习题 15.42. 说明 Ch14 如何连接到卷二的测度与概率。

习题 15.43. 说明 Ch14 如何连接到卷二的资产定价章节。

习题 15.44. 比较 Bellman 固定点和 Nash 固定点。

习题 15.45. 总结卷一中固定点方法出现的三个位置。

15.13 Solutions
本章题解围绕两个固定点展开：动态规划中的 V = TV，以及资产定价中的价格递归

方程。做计算题时先写状态、行动、转移和收益，再写矩阵方程；金融题先判断支付矩阵、

状态价格和无套利条件。

解答 15.1. 有限状态 Markov 链是在有限集合 S = {1, . . . , n} 上取值的随机过程，满足

Pr(st+1 = j | st = i, st−1, . . . , s0) = Pr(st+1 = j | st = i).

也就是说，给定当前状态后，过去历史不再影响下一期状态分布。

解答 15.2. 矩阵每个元素非负，且第一行和为 0.7+ 0.3 = 1，第二行和为 0.2+ 0.8 = 1。因

此它是转移矩阵。

解答 15.3. 下一期分布为

µP = (1, 0)

(
0.7 0.3

0.2 0.8

)
= (0.7, 0.3).

这表示从状态 1 出发，下一期在两个状态的概率分别为 0.7 和 0.3。

解答 15.4. 若 µi ≥ 0、
∑

i µi = 1，则 (µP )j =
∑

i µiPij ≥ 0。并且∑
j

(µP )j =
∑
i

µi
∑
j

Pij =
∑
i

µi = 1.

所以 µP 仍是概率向量。

解答 15.5. Markov 性说明当前状态已经包含预测未来所需的信息。只要知道 st，过去的

st−1, . . . , s0 不再改变 st+1 的条件分布。这正是递归方法需要的状态充分性。
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解答 15.6. 策略是从状态到可行动作的函数：

π(s) ∈ A(s).

它告诉决策者在每个可能状态下采取什么行动。动态规划中的策略不是单个动作，而是一

整套状态依赖规则。

解答 15.7. 值函数 V (s) 是从状态 s 出发能够达到的最大折现收益：

V (s) = sup
π

E

[
∞∑
t=0

βtu(st, π(st)) | s0 = s

]
.

它把未来所有最优选择的价值压缩成当前状态的一个数。

解答 15.8. 有限状态有限行动下，

(TV )(s) = max
a∈A(s)

{
u(s, a) + β

∑
s′

P (s′|s, a)V (s′)

}
.

括号内是选择 a 的当前收益加折现后的未来期望价值。

解答 15.9. Bellman 方程 V = TV 表示最优值函数等于“今天最优选择带来的当前收益加

未来最优价值”。它把无限期问题改写为递归的一期问题，是动态规划的核心。

解答 15.10. 若 V ≤ W，则对任意 a，∑
s′

P (s′|s, a)V (s′) ≤
∑
s′

P (s′|s, a)W (s′).

加上 u(s, a) 并乘以 β > 0 后仍成立。对 a 取最大值，得到 TV (s) ≤ TW (s)。

解答 15.11. 对任意 s，用最大化行动比较可得

|TV (s)− TW (s)| ≤ βmax
s′

|V (s′)−W (s′)|.

对 s 取最大值，

‖TV − TW‖∞ ≤ β‖V −W‖∞.

因为 β < 1，Bellman 算子是压缩映射。

解答 15.12. 压缩映射要求 Lipschitz 常数严格小于 1。Bellman 算子的常数正是折现因子
β。若 β = 1，未来价值差异不会被缩小，Banach 定理不能直接保证唯一固定点和迭代收
敛。
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解答 15.13. Bellman 方程为

V = max{0 + 0.5V, 2 + 0.5V } = 2 + 0.5V.

所以

0.5V = 2, V = 4.

最优行动是选择收益为 2 的行动。

解答 15.14. 从 V0 = 0 开始：

V1 = 2 + 0.5 · 0 = 2,

V2 = 2 + 0.5 · 2 = 3,

V3 = 2 + 0.5 · 3 = 3.5.

序列收敛到固定点 4。

解答 15.15. 给定策略 π，收益向量为 uπ，转移矩阵为 Pπ。值函数满足

Vπ = uπ + βPπVπ.

这是线性方程，不再包含最大化。

解答 15.16. 从
Vπ = uπ + βPπVπ

移项得

(I − βPπ)Vπ = uπ.

当 β < 1 且 Pπ 是转移矩阵时，I − βPπ 可逆，因此

Vπ = (I − βPπ)
−1uπ.

解答 15.17. 因为 Pπ = I，方程为

Vπ = uπ + 0.9Vπ.

所以

0.1Vπ = uπ, Vπ = 10uπ =

(
10

0

)
.

解答 15.18. 给定 V，贪婪策略在每个状态选择最大化

u(s, a) + β
∑
s′

P (s′|s, a)V (s′)

的行动。它是“如果未来价值由 V 描述，今天应该选什么”的策略。



194 第十五章 有限状态动态规划与有限状态资产定价

解答 15.19. 策略评价是在给定策略 π 时计算 Vπ。策略改进是用 Vπ 重新选择每个状态下

的更优行动。前者解线性方程，后者做逐状态最大化。

解答 15.20. 若状态为资产 a和收入状态 s，选择下一期资产 a′，消费为 c = Ra+y(s)−a′，
Bellman 方程是

V (a, s) = max
a′

{
u(Ra+ y(s)− a′) + β

∑
s′

Pss′V (a′, s′)

}
.

解答 15.21. 内点一阶条件为

u′(ct) = βEt[Va(at+1, st+1)].

包络条件给出 Va(at, st) = Ru′(ct)。代入下一期包络条件，得到

u′(ct) = βREt[u′(ct+1)].

解答 15.22. 若 u(c) = log c，则 u′(c) = 1/c。确定性 Euler 方程为

1

ct
= βR

1

ct+1

.

整理得
ct+1

ct
= βR.

解答 15.23. Arrow 证券是在某个特定状态支付 1、其他状态支付 0 的证券。若状态 j 的

Arrow 证券价格为 ψj，则 ψj 就是状态 j 的状态价格。

解答 15.24. 资产价格为状态价格和支付的内积：

q = ψ · x = 0.3 · 2 + 0.4 · 5 = 0.6 + 2 = 2.6.

解答 15.25. 无风险债券价格为

qf = 0.3 + 0.4 = 0.7.

每期支付 1 的总回报为
Rf =

1

qf
=

1

0.7
.

解答 15.26. 有限状态下，若有 n 个状态，资产支付矩阵的秩为 n，则任意状态依赖支付

都能由资产组合复制，称市场完备。若资产数等于状态数，这等价于支付矩阵可逆。
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解答 15.27. 状态价格满足

ψ1 + ψ2 = 0.8, ψ1 + 3ψ2 = 1.4.

两式相减得 2ψ2 = 0.6，所以 ψ2 = 0.3。再得 ψ1 = 0.5。因此

ψ = (0.5, 0.3).

解答 15.28. 状态价格 (0.5, 0.3) 严格为正。若资产价格可写为 q = Qψ 且 ψ � 0，则任何

非负且某状态严格正的支付组合都有正价格。因此它排除套利。

解答 15.29. 若组合未来支付 x ≥ 0 且 x 6= 0，严格正状态价格给出

ψ · x > 0.

因此该非负支付不可能今天价格非正。套利要求非正成本获得非负且某处严格正支付，所

以正状态价格排除了套利。

解答 15.30. 若一项资产今天价格为 0，明天所有状态支付 1，则买入该资产成本为 0，未
来每个状态收益为 1。这是套利。更一般地，非正成本和非负正概率支付同时出现就构成
套利。

解答 15.31. 随机贴现因子 M 是把未来状态支付折现并风险调整到今天价格的随机变量。

若真实概率为 ps，价格可写为

q = βE[Mx] =
∑
s

βpsMsxs.

所以状态价格为 ψs = βpsMs。

解答 15.32. 状态价格为
ψs = βpsMs.

因此

ψ1 = 0.95 · 0.5 · 1.2 = 0.57,

ψ2 = 0.95 · 0.5 · 0.8 = 0.38.

解答 15.33. 若 u(c) = log c，则 u′(c) = 1/c。随机贴现因子为

Mt+1 =
u′(ct+1)

u′(ct)
=

1/ct+1

1/ct
=

ct
ct+1

.
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解答 15.34. 坏状态通常是未来消费低、边际效用高的状态。若资产在坏状态支付，它能在
最需要消费的时候提供资源，因此状态价格或随机贴现因子较高。这样的资产更有保险价

值。

解答 15.35. 无风险债券价格为

qf = 0.2 + 0.3 = 0.5.

风险中性概率为

p̃ =

(
0.2

0.5
,
0.3

0.5

)
= (0.4, 0.6).

解答 15.36. 直接用状态价格：

q = 0.2 · 1 + 0.3 · 4 = 1.4.

或用风险中性概率和 qf = 0.5：

q = 0.5(0.4 · 1 + 0.6 · 4) = 1.4.

解答 15.37. 若红利为 d(s′)，价格为 p(s)，则递归定价方程为

p(s) = β
∑
s′

Pss′M(s, s′) [d(s′) + p(s′)] .

它说明价格等于未来红利加转售价格的折现风险调整期望。

解答 15.38. 若 M = 1，矩阵形式为

p = βP (d+ p).

移项得

(I − βP )p = βPd.

因此

p = (I − βP )−1βPd.

解答 15.39. 单状态下方程为
p = β(d+ p).

代入 d = 2, β = 0.8，

p = 0.8(2 + p) = 1.6 + 0.8p.

所以 0.2p = 1.6，p = 8。
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解答 15.40. 二者都是固定点方程。值函数迭代中 V = TV，当前收益加未来价值决定今天

价值；资产定价中 p = βP (d+ p)，未来红利加未来价格决定今天价格。两者都用递归结构

压缩无限期问题。

解答 15.41. 有限状态使值函数成为有限维向量，转移规律成为矩阵，期望成为有限求和，
Bellman算子成为 Rn 上的映射，资产支付成为有限维向量。这避免了测度、可测选择和函

数空间技术。

解答 15.42. 卷二会把有限状态推广到一般状态空间。此时概率不再只是有限向量，期望需
要 Lebesgue 积分，事件结构需要 σ-代数，转移矩阵会变成 Markov kernel。Ch14 是这些
对象的有限版本。

解答 15.43. Ch14 的状态价格、随机贴现因子和递归定价方程会在卷二的离散时间资产定
价中扩展。后续会加入过滤、鞅、条件期望、完备市场和不完全市场等更一般工具。

解答 15.44. Bellman 固定点是值函数满足 V = TV，给出跨期最优递归。Nash 固定点是
策略组合满足每个玩家都在最佳反应上。二者都表达自洽性，但 Bellman 是单个决策者跨
时间的自洽，Nash 是多个玩家之间的自洽。

解答 15.45. 卷一中固定点至少出现在三处：Ch11 作为数学工具系统讲解；Ch12 用于一
般均衡价格存在性；Ch13 用于 Nash 均衡存在性；Ch14 又把压缩映射用于 Bellman 方程。
这说明固定点是均衡和递归的共同语言。

15.14 Computation Lab

15.14.1 有限 Markov 链模拟

取

P =

(
0.8 0.2

0.3 0.7

)
.

从状态 1 出发，用随机数模拟 10, 000 期状态路径。统计状态 1 和状态 2 出现的频率，并
与反复计算 µt+1 = µtP 得到的长期分布比较。

15.14.2 值函数迭代

设状态 S = {1, 2}，行动 A = {0, 1}。收益和转移为

u(s, a) = s+ a,
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若 a = 0，下一期保持原状态；若 a = 1，下一期进入状态 2。折现因子取 β = 0.9。从

V0 = (0, 0) 开始迭代

Vk+1 = TVk.

记录 ‖Vk+1 − Vk‖∞，观察收敛速度。

15.14.3 策略评价和策略改进

给定策略 π(1) = 0, π(2) = 1，构造 uπ 和 Pπ，解

(I − βPπ)Vπ = uπ.

然后对每个状态计算

u(s, a) + β
∑
s′

P (s′|s, a)Vπ(s′)

并选择最大行动，得到改进策略。比较新旧策略是否相同。

15.14.4 状态价格求解

给定支付矩阵

Q =

(
1 1

1 2

)

和价格

q =

(
0.95

1.35

)
.

求解线性方程 q = Qψ。检查 ψ � 0 是否成立，并计算无风险总回报 Rf = 1/(ψ1 + ψ2)。

15.14.5 递归红利资产定价

设

P =

(
0.9 0.1

0.2 0.8

)
, d =

(
1

3

)
, β = 0.95.

在风险中性简化下，解

(I − βP )p = βPd.

比较 p1 和 p2，并解释哪个状态资产价格更高。
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15.14.6 Recommended Checks

1. 改变 β，观察值函数迭代和资产价格对折现因子的敏感性。

2. 改变转移矩阵的持久性，比较高红利状态价格变化。

3. 构造一个含负状态价格的例子，检查是否可形成套利。

4. 用风险中性概率重算资产价格，确认与状态价格内积一致。

5. 比较值函数迭代、策略迭代和直接解线性方程的速度。
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风险、函数空间与连续状态随机动态
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第十六章 测度空间与概率空间

16.1 为什么有限状态概率不够

卷一中，我们主要使用有限状态空间。状态集合是 {1, . . . , n}，事件只是状态的子集，
概率可以写成一个向量。这种设定非常清楚，也足以解释有限状态动态规划和有限状态资

产定价。

但许多经济和金融模型需要连续或无限状态：收入可能取连续值，资产收益率不是有

限个数，消费者类型可以分布在区间上，宏观状态可能是一个分布本身。此时不能只说“给

每个状态一个概率”，因为单个点的概率可能全是零。我们需要先说明哪些集合是事件，才

能再给这些事件赋予概率。

本章的主线是：

样本空间 −→事件的σ-代数 −→测度与概率 −→随机变量与分布.

16.2 样本空间、事件与事件代数

定义 16.1 (样本空间). 样本空间 Ω 是所有可能结果的集合。元素 ω ∈ Ω 称为样本点或状

态。

定义 16.2 (事件). 事件是样本空间的子集。若真实状态 ω ∈ A ⊆ Ω，则说事件 A 发生。

在有限状态模型中，可以把所有子集都当成事件。但在不可数空间中，把所有子集都

纳入概率体系会导致技术和逻辑上的困难。测度论的做法是指定一个足够丰富、又对概率

运算封闭的事件族。

定义 16.3 (σ-代数). 给定 Ω。集合族 F ⊆ 2Ω 称为 Ω 上的 σ-代数，如果：

1. Ω ∈ F；

2. 若 A ∈ F，则 Ac ∈ F；

201
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3. 若 A1, A2, . . . ∈ F，则
⋃∞
n=1An ∈ F。

由补集和可数并封闭可推出，F 也对可数交封闭，因为
∞⋂
n=1

An =

(
∞⋃
n=1

Acn

)c

.

例 16.1 (有限状态上的完整事件族). 设 Ω = {L,H}，其中 L 表示低收入，H 表示高收入。

完整事件族为

2Ω = {∅, {L}, {H},Ω}.

它是一个 σ-代数：包含全集；任一事件的补集仍在其中；任意可数并也只能得到这四个集
合之一。有限状态概率模型默认使用的正是这个完整事件族。

例 16.2 (由一个事件生成的信息). 设 Ω = {1, 2, 3, 4}，事件 E = {1, 2}。若一个观察者只
知道 E 是否发生，那么他能区分的事件族是

σ(E) = {∅, E,Ec,Ω} = {∅, {1, 2}, {3, 4},Ω}.

他不能区分状态 1 和 2，也不能区分状态 3 和 4。因此 σ-代数可以表示信息粗细：事件族
越大，主体能描述和区分的事件越多。

16.3 生成事件族与 Borel 集
定义 16.4 (生成的 σ-代数). 给定集合族 C ⊆ 2Ω。包含 C 的最小 σ-代数称为由 C 生成的
σ-代数，记为

σ(C).

“最小”表示我们只加入为了满足补集、可数并和可数交封闭而必须加入的事件，不额

外加入没有必要的集合。

定义 16.5 (Borel σ-代数). 在拓扑空间 X 上，由所有开集生成的 σ-代数称为 Borel σ-代数，
记为 B(X)。在 X = R 时，常写作 B(R)。

例 16.3 (区间是 Borel事件). 在 R上，开区间 (a, b)是开集，所以属于 B(R)。闭区间 [a, b]

也是 Borel 集，因为

[a, b] =
∞⋂
n=1

(
a− 1

n
, b+

1

n

)
,

右侧是开区间的可数交。经济模型中说“收入落在 [a, b]”是一个可测事件，背后的数学原

因就是 [a, b] ∈ B(R)。
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例 16.4 (价格阈值事件). 设资产收益率 R : Ω → R。若 R 是可测随机变量，则事件

{ω : R(ω) ≤ r} = R−1((−∞, r])

属于 F。这使我们可以讨论“收益率不超过 r”的概率。阈值事件是金融中分布函数、风

险价值和违约概率的基本构件。

16.4 测度与概率测度

定义 16.6 (可测空间). 一对 (Ω,F) 称为可测空间，其中 Ω是样本空间，F 是 Ω上的 σ-代
数。

定义 16.7 (测度). 设 (Ω,F) 是可测空间。函数 µ : F → [0,∞] 是测度，如果：

1. µ(∅) = 0；

2. 对任意两两不交的 A1, A2, . . . ∈ F，有

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

定义 16.8 (概率空间). 若测度 P 满足 P(Ω) = 1，则称 P 为概率测度，三元组 (Ω,F ,P) 称
为概率空间。

例 16.5 (计数测度与概率测度). 设 Ω = {1, 2, 3}，F = 2Ω。计数测度定义为

µ(A) = #A.

则 µ(Ω) = 3，所以它不是概率测度。若定义

P(A) =
#A
3
,

则 P(Ω) = 1，这是等概率模型。计数测度回答“有多少个状态”，概率测度回答“这些状态

总概率是多少”。

例 16.6 (有限状态概率向量诱导概率测度). 设 Ω = {1, 2, 3}，概率向量为 p = (0.2, 0.5, 0.3)。

对任意事件 A ⊆ Ω，定义

P(A) =
∑
ω∈A

pω.

例如

P({1, 3}) = 0.2 + 0.3 = 0.5.

这把卷一中的概率向量写成了概率测度的形式。有限状态模型并没有离开测度论，它只是

测度论最简单的特例。
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16.5 测度的基本性质

命题 16.1 (单调性). 若 A,B ∈ F 且 A ⊆ B，则

µ(A) ≤ µ(B).

证明. 因为 B = A ∪ (B \ A)，且两者不交，所以

µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).

命题 16.2 (次可加性). 对任意 A1, A2, . . . ∈ F，有

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An).

证明. 令

B1 = A1, Bn = An \
n−1⋃
k=1

Ak, n ≥ 2.

则 Bn 两两不交，且
⋃
nBn =

⋃
nAn，并且 Bn ⊆ An。因此

µ

(⋃
n

An

)
=
∑
n

µ(Bn) ≤
∑
n

µ(An).

命题 16.3 (从下连续性). 若 A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·，则

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

证明. 令 B1 = A1，Bn = An \ An−1。则 Bn 两两不交，且

∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn.

于是

µ

(⋃
n

An

)
=

∞∑
n=1

µ(Bn) = lim
N→∞

N∑
n=1

µ(Bn) = lim
N→∞

µ(AN).
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命题 16.4 (从上连续性). 若 A1 ⊇ A2 ⊇ · · ·，且 µ(A1) <∞，则

µ

(
∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

证明. 令 Cn = A1 \ An。则 C1 ⊆ C2 ⊆ · · ·，且⋃
n

Cn = A1 \
⋂
n

An.

由从下连续性，

µ

(
A1 \

⋂
n

An

)
= lim

n
µ(A1 \ An).

由于 µ(A1) <∞，可写为

µ(A1)− µ

(⋂
n

An

)
= lim

n
{µ(A1)− µ(An)},

整理即得结论。

例 16.7 (从下连续性的概率读法). 设 An 表示“资产价格在前 n 天内至少一次跌破警戒

线”。则

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · .

事件
⋃
nAn 表示“某一天最终跌破警戒线”。从下连续性给出

P(最终跌破) = lim
n→∞

P(前n 天内跌破).

有限期限风险概率的极限就是无限期限事件的概率。

例 16.8 (从上连续性的违约读法). 令 An 表示“债务人在前 n 期后仍未违约”。则

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · .

事件
⋂
nAn 表示“永不违约”。由于概率测度有限，从上连续性给出

P(永不违约) = lim
n→∞

P(前n 期后仍未违约).

这类极限事件在资产定价和信用风险模型中经常出现。
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16.6 可测函数与随机变量

定义 16.9 (可测函数). 设 (Ω,F) 和 (S,S) 是可测空间。函数 X : Ω → S 是可测的，如果

对任意 B ∈ S，都有
X−1(B) ∈ F .

定义 16.10 (随机变量). 若 X : Ω → R 对 B(R) 可测，则称 X 为实值随机变量。

可测性的经济含义是：关于 X 的每个可观察问题都对应一个原始状态空间中的事件。

例如“收入是否低于某个阈值”“资产支付是否为正”“消费是否超过 c”都必须是概率可

以评价的事件。

例 16.9 (有限状态随机变量的可测性). 设 Ω = {L,H}，F = 2Ω，收入随机变量为

Y (L) = 1, Y (H) = 3.

对任意 Borel 集 B ⊆ R，Y −1(B) 只能是 ∅, {L}, {H},Ω 之一，所以属于 F。因此 Y 是随

机变量。有限状态完整信息模型中，任何实值函数都是可测的。

例 16.10 (信息太粗时不可测). 设 Ω = {1, 2, 3, 4}，F = {∅, {1, 2}, {3, 4},Ω}。定义

X(1) = 1, X(2) = 2, X(3) = 3, X(4) = 4.

事件 {X = 1} = X−1({1}) = {1} 不属于 F，所以 X 不是 F -可测。直觉上，当前信息只
能区分 {1, 2} 和 {3, 4}，不能单独识别状态 1。

16.7 分布与推前测度

定义 16.11 (分布). 设 X : (Ω,F ,P) → (S,S) 是可测函数。X 的分布或 law 是 S 上的概

率测度 PX，定义为

PX(B) = P(X ∈ B) = P(X−1(B)), B ∈ S.

这也称为把 P 通过 X 推到 S 上的推前测度。分布只记录 X 取值的概率，不记录背

后样本空间的具体名字。

例 16.11 (Bernoulli分布作为推前概率). 设 Ω = {u, d}，P({u}) = p，P({d}) = 1− p。定义

X(u) = 1, X(d) = 0.
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则 X 在 {0, 1} 上的分布为

PX({1}) = p, PX({0}) = 1− p.

这就是 Bernoulli 分布。原始状态可以叫“上涨/下跌”，随机变量的取值可以叫“成功/失
败”；分布只关心 0 和 1 的概率。

例 16.12 (资产支付的分布). 设三种状态概率为 p = (0.2, 0.5, 0.3)，资产支付为

X(1) = 0, X(2) = 1, X(3) = 1.

则

PX({0}) = 0.2, PX({1}) = 0.8.

虽然原始状态有三个，支付分布只有两个支付水平。资产定价常常关心支付和随机贴现因

子的联合分布，而不一定关心状态标签本身。

16.8 乘积空间与独立性的入口

多期模型需要把多个时期的不确定性放在一起。若第一期状态在 Ω1，第二期状态在

Ω2，那么两期历史在乘积空间 Ω1 × Ω2 中。

定义 16.12 (独立事件). 在概率空间 (Ω,F ,P) 中，事件 A,B ∈ F 独立，如果

P(A ∩B) = P(A)P(B).

定义 16.13 (独立随机变量，有限直觉). 有限取值随机变量 X,Y 独立，如果对所有取值

x, y，都有

P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y).

例 16.13 (两次抛硬币的乘积概率). 令 Ω = {H,T} × {H,T}，每个结果概率为 1/4。事件

A 表示第一次为 H，事件 B 表示第二次为 H。则

A = {(H,H), (H,T )}, B = {(H,H), (T,H)}.

有 P(A) = 1/2、P(B) = 1/2、P(A ∩B) = 1/4，所以

P(A ∩ B) = P(A)P(B).

这就是独立性。后续过滤和鞅章节会把这种“新冲击与过去信息独立”的思想系统化。
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16.9 事件代数作为信息

若 G ⊆ F 也是 σ-代数，则可以把 G 理解为较粗的信息。事件 A ∈ G 是在该信息下可
以判断是否发生的事件；若 A /∈ G，则该信息不足以识别 A。

例 16.14 (信息分割与可测支付). 设 Ω = {1, 2, 3, 4}，信息分割为

{{1, 2}, {3, 4}}.

它生成的 σ-代数是
G = {∅, {1, 2}, {3, 4},Ω}.

支付 X 若满足

X(1) = X(2) = 5, X(3) = X(4) = 1,

则 X 是 G-可测，因为它在每个信息块内取常数。若另一个支付 Y 满足 Y (1) 6= Y (2)，则

Y 不是 G-可测。经济上，可测性表示该支付能否由当前信息判断。

16.10 与下一章的连接

本章只定义了“哪些集合可以谈概率”和“哪些函数可以称为随机变量”。下一步是把

函数加总或平均，也就是积分。有限状态下，期望写作

EX =
∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}).

在一般空间中，这个求和要被 Lebesgue 积分替代。Ch16 将从简单函数开始，定义非负函
数积分、一般可积函数积分，并证明单调收敛、Fatou 引理和控制收敛等核心收敛定理。

16.11 本章小结

测度论把概率模型拆成三个层次：样本空间 Ω、事件 σ-代数 F、概率测度 P。σ-代数
规定哪些事件可被讨论，测度给这些事件赋予大小，概率测度是总质量为 1 的测度。随机

变量是从样本空间到数值空间的可测函数，分布是原始概率通过随机变量诱导出的概率测

度。这个语言将支撑后续积分、条件期望、过滤、鞅和连续状态动态经济学。

16.12 Exercises
习题 16.1. 定义样本空间和事件。
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习题 16.2. 定义 σ-代数。

习题 16.3. 证明 σ-代数包含空集。

习题 16.4. 证明 σ-代数对可数交封闭。

习题 16.5. 设 Ω = {1, 2, 3}。列出 2Ω 的全部元素。

习题 16.6. 设 Ω = {1, 2, 3, 4}、E = {1, 2}。写出 σ(E)。

习题 16.7. 解释为什么 σ-代数可以表示信息。

习题 16.8. 定义由集合族生成的 σ-代数。

习题 16.9. 定义 B(R)。

习题 16.10. 说明为什么闭区间 [a, b] 是 Borel 集。

习题 16.11. 定义可测空间。

习题 16.12. 定义测度。

习题 16.13. 定义概率空间。

习题 16.14. 设 Ω = {1, 2, 3}，P({1}) = 0.2、P({2}) = 0.5、P({3}) = 0.3。计算 P({1, 3})。

习题 16.15. 证明测度的单调性。

习题 16.16. 证明若 A ⊆ B 且 µ(B) <∞，则 µ(B \ A) = µ(B)− µ(A)。

习题 16.17. 证明测度的次可加性。

习题 16.18. 证明从下连续性。

习题 16.19. 证明从上连续性，并说明为什么需要 µ(A1) <∞。

习题 16.20. 设 An = (0, 1− 1/n) ⊂ R。求
⋃
nAn。

习题 16.21. 设 An = (0, 1/n) ⊂ R。求
⋂
nAn。

习题 16.22. 定义可测函数。

习题 16.23. 定义实值随机变量。

习题 16.24. 设 Ω = {L,H}、F = 2Ω、Y (L) = 1, Y (H) = 3。证明 Y 可测。
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习题 16.25. 设 Ω = {1, 2, 3, 4}、F = {∅, {1, 2}, {3, 4},Ω}。判断 X(1) = X(2) = 0, X(3) =

X(4) = 1 是否可测。

习题 16.26. 在上一题的 F 下，判断 Y (i) = i 是否可测。

习题 16.27. 定义随机变量的分布。

习题 16.28. 设 P({u}) = p、X(u) = 1, X(d) = 0。求 X 的分布。

习题 16.29. 设三状态概率为 (0.2, 0.5, 0.3)，支付 X = (0, 1, 1)。求 X 的分布。

习题 16.30. 定义独立事件。

习题 16.31. 掷两次公平硬币。证明“第一次为正面”和“第二次为正面”独立。

习题 16.32. 给出一个不独立的事件例子。

习题 16.33. 解释为什么资产支付可以看作随机变量。

习题 16.34. 解释为什么 Ch16 需要先建立本章的可测性语言。

习题 16.35. 用一句话区分概率测度和随机变量的分布。

16.13 Solutions
本章解答的重点是把集合语言和概率语言对齐。遇到“可测”问题时，先写出逆像；遇

到“测度性质”问题时，先把集合拆成不交并。

解答 16.1. 样本空间 Ω 是所有可能结果的集合。事件是 Ω 的子集 A ⊆ Ω。若真实结果

ω ∈ A，则事件 A 发生。

解答 16.2. Ω 上的 σ-代数 F 是满足三条封闭性的集合族：Ω ∈ F；若 A ∈ F，则 Ac ∈ F；
若 An ∈ F，则

⋃∞
n=1An ∈ F。

解答 16.3. 因为 Ω ∈ F，且 F 对补集封闭，所以

∅ = Ωc ∈ F .

解答 16.4. 若 An ∈ F，则 Acn ∈ F。由可数并封闭，
⋃
nA

c
n ∈ F。再取补集，

⋂
n

An =

(⋃
n

Acn

)c

∈ F .
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解答 16.5.
2Ω = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

三元素集合共有 23 = 8 个子集。

解答 16.6.
σ(E) = {∅, E,Ec,Ω} = {∅, {1, 2}, {3, 4}, {1, 2, 3, 4}}.

它是包含 E 的最小 σ-代数。

解答 16.7. σ-代数列出主体能够判断的事件。若 A ∈ F，主体的信息足以判断 A 是否发

生；若 A /∈ F，该事件在当前信息下不可识别。因此较大的 σ-代数表示更细的信息。

解答 16.8. 给定 C ⊆ 2Ω，σ(C) 是包含 C 的最小 σ-代数。等价地，它是所有包含 C 的 σ-代
数的交。

解答 16.9. B(R) 是由 R 上所有开集生成的 σ-代数，称为实线上的 Borel σ-代数。

解答 16.10. 因为

[a, b] =
∞⋂
n=1

(
a− 1

n
, b+

1

n

)
,

右侧每个集合都是开集，属于 B(R)。Borel σ-代数对可数交封闭，所以 [a, b] ∈ B(R)。

解答 16.11. 可测空间是一对 (Ω,F)，其中 Ω 是样本空间，F 是 Ω 上的 σ-代数。

解答 16.12. 测度是函数 µ : F → [0,∞]，满足 µ(∅) = 0，并且对两两不交的 An ∈ F 有

µ

(⋃
n

An

)
=
∑
n

µ(An).

解答 16.13. 概率空间是 (Ω,F ,P)，其中 (Ω,F) 是可测空间，P 是测度，并且 P(Ω) = 1。

解答 16.14. 由有限可加性，

P({1, 3}) = P({1}) + P({3}) = 0.2 + 0.3 = 0.5.

解答 16.15. 若 A ⊆ B，则

B = A ∪ (B \ A),

且二者不交。由可加性，

µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).
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解答 16.16. 由上一题的分解，

µ(B) = µ(A) + µ(B \ A).

若 µ(B) <∞，则 µ(A) ≤ µ(B) <∞，可以相减，得到

µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

解答 16.17. 令 B1 = A1，Bn = An \
⋃
k<nAk。则 Bn 两两不交，

⋃
nBn =

⋃
nAn，且

Bn ⊆ An。因此

µ

(⋃
n

An

)
=
∑
n

µ(Bn) ≤
∑
n

µ(An).

解答 16.18. 令 B1 = A1，Bn = An \An−1。这些集合两两不交，且
⋃
nAn =

⋃
nBn。于是

µ

(⋃
n

An

)
=
∑
n

µ(Bn) = lim
N→∞

N∑
n=1

µ(Bn) = lim
N→∞

µ(AN).

解答 16.19. 令 Cn = A1 \ An，则 Cn 递增，且⋃
n

Cn = A1 \
⋂
n

An.

由从下连续性，

µ(A1)− µ(∩nAn) = lim
n
{µ(A1)− µ(An)}.

需要 µ(A1) <∞，因为这里使用了有限数相减；若初始测度无限，∞−∞ 没有定义。

解答 16.20. 随着 n 增大，端点 1− 1/n 上升到 1。因此

∞⋃
n=1

(0, 1− 1/n) = (0, 1).

注意 1 从未包含在任何 An 中。

解答 16.21. 若 x ∈ (0, 1/n) 对所有 n 成立，则 x > 0 且 x < 1/n 对所有 n。不存在这样

的正数 x。因此
∞⋂
n=1

(0, 1/n) = ∅.

解答 16.22. 函数 X : (Ω,F) → (S,S) 可测，是指对每个 B ∈ S，逆像 X−1(B) ∈ F。

解答 16.23. 实值随机变量是可测函数 X : (Ω,F) → (R,B(R))。
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解答 16.24. 对任意 Borel 集 B，Y −1(B) 只能是 ∅, {L}, {H},Ω 四者之一。由于 F = 2Ω，

这些集合都属于 F，所以 Y 可测。

解答 16.25. X 在信息块 {1, 2} 上取常数 0，在 {3, 4} 上取常数 1。例如

X−1({0}) = {1, 2}, X−1({1}) = {3, 4},

都属于 F。所有 Borel 逆像都由这些块组成，所以 X 可测。

解答 16.26.
Y −1({1}) = {1}.

但 {1} /∈ F，所以 Y 不可测。它要求的信息比分割 {1, 2}, {3, 4} 更细。

解答 16.27. 若 X : (Ω,F ,P) → (S,S) 可测，则 X 的分布 PX 定义为

PX(B) = P(X−1(B)), B ∈ S.

解答 16.28.
PX({1}) = P({u}) = p, PX({0}) = P({d}) = 1− p.

因此 X 服从参数为 p 的 Bernoulli 分布。

解答 16.29. 支付 0 只在状态 1 出现，支付 1 在状态 2, 3 出现。因此

PX({0}) = 0.2, PX({1}) = 0.5 + 0.3 = 0.8.

解答 16.30. 事件 A,B 独立，是指

P(A ∩B) = P(A)P(B).

这表示一个事件发生不会改变另一个事件的概率。

解答 16.31. 样本空间为 {H,T}2，每个结果概率 1/4。令 A 为第一次为 H，B 为第二次

为 H。则 P(A) = 1/2、P(B) = 1/2，且 A ∩ B = {(H,H)}，概率 1/4。所以

P(A ∩ B) = 1/4 = (1/2)(1/2).

解答 16.32. 掷一次公平硬币，令 A = {H}，B = {H}。则 P(A) = P(B) = 1/2，但

P(A ∩ B) = P({H}) = 1/2 6= 1/4.

所以 A 和 B 不独立。事实上它们是同一个事件。
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解答 16.33. 资产支付把每个状态 ω 映射为一个实数 X(ω)，即该状态下的现金流。如果对

每个 Borel 集 B，事件 {X ∈ B} 可测，那么 X 就是随机变量。

解答 16.34. 积分要给函数的“平均值”赋予定义。只有当函数是可测的，集合 {X ∈ B}
才有概率，才能稳定地近似、分层和取极限。因此 Ch16 的 Lebesgue 积分必须建立在本章
的可测空间和可测函数语言上。

解答 16.35. 概率测度 P 定义在原始样本空间的事件上；随机变量的分布 PX 是 P 通过 X

推到取值空间后的概率测度。

16.14 Computation Lab

本章计算实验只使用有限近似，目标是让读者把 σ-代数、概率测度、随机变量和分布
落实为可检查的数据结构。

Lab 1: 有限事件族检查

给定 Ω = {1, 2, 3, 4} 和集合族

G = {∅, {1, 2}, {3, 4},Ω}.

检查它是否包含全集、是否对补集封闭、是否对有限并封闭。由于空间有限，有限并检查

已经足以判断它是否为有限空间上的 σ-代数。

Lab 2: 概率测度检查

输入状态概率向量 p = (p1, . . . , pn)。检查：

pi ≥ 0,
∑
i

pi = 1.

然后对事件 A ⊆ {1, . . . , n} 计算
P(A) =

∑
i∈A

pi.

Lab 3: 随机变量和经验分布

给定状态概率 p 和支付向量 X = (X1, . . . , Xn)，把相同支付值的状态概率加总，得到

X 的分布。这个实验是有限状态推前测度的直接实现。
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Lab 4: 乘积概率表

给定两个独立 Bernoulli 随机变量，参数分别为 p 和 q。构造 2× 2 联合概率表：

Y = 1 Y = 0

X = 1 pq p(1− q)

X = 0 (1− p)q (1− p)(1− q)

检查行边际和列边际是否分别等于 X 和 Y 的分布。
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17.1 从有限求和到一般积分

有限状态模型中的期望是加权求和：

EX =
∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}).

如果状态空间是区间、路径空间或分布空间，单点概率可能全为零，这个公式就不能直接

使用。Lebesgue 积分的思想是：不先把空间切成点，而是先看函数在哪些可测集合上取哪
些值，再用这些集合的测度加权。

本章的主线是：

指示函数 −→简单函数 −→非负可测函数 −→一般可积函数 −→收敛定理.

17.2 指示函数与简单函数

定义 17.1 (指示函数). 给定事件 A ∈ F，其指示函数定义为

1A(ω) =

1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A.

定义 17.2 (简单函数). 可测函数 s : Ω → R 称为简单函数，如果它只取有限多个值。非负
简单函数可写为

s =
m∑
i=1

ai1Ai
,

其中 ai ≥ 0，Ai ∈ F，且通常取 Ai 两两不交。

定义 17.3 (非负简单函数的积分). 若

s =
m∑
i=1

ai1Ai

216
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为非负简单函数，且 Ai 两两不交，则定义∫
s dµ =

m∑
i=1

aiµ(Ai).

例 17.1 (指示函数的积分就是概率). 在概率空间 (Ω,F ,P) 上，事件 A 的指示函数为 1A。
由定义， ∫

1A dP = 1 · P(A) + 0 · P(Ac) = P(A).

因此概率本身就是最简单的期望：

E1A = P(A).

在经济学中，“违约是否发生”“是否进入失业状态”“资产是否上涨”这类二元变量的期望

就是相应事件的概率。

例 17.2 (有限状态支付的积分). 设三种状态概率为 p = (0.2, 0.5, 0.3)，资产支付为

X(1) = 0, X(2) = 1, X(3) = 4.

把 X 写成简单函数：

X = 0 · 1{1} + 1 · 1{2} + 4 · 1{3}.

因此

EX = 0 · 0.2 + 1 · 0.5 + 4 · 0.3 = 1.7.

这说明有限状态求和是 Lebesgue 积分在有限空间上的特例。

例 17.3 (分层收入的期望). 设收入 Y 只取三档：低收入 1、中收入 2、高收入 5。对应事

件分别为 AL, AM , AH，概率为 0.3, 0.5, 0.2。则

Y = 1AL
+ 21AM

+ 51AH
,

所以

EY = 1 · 0.3 + 2 · 0.5 + 5 · 0.2 = 2.3.

这里重要的不是每个个体是谁，而是每个收入层对应的事件及其概率。

17.3 非负可测函数的积分

简单函数只能取有限多个值。一般非负可测函数可能取连续多个值。Lebesgue 积分通
过从下方用简单函数逼近来定义。
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定义 17.4 (非负可测函数的积分). 若 f : Ω → [0,∞] 可测，则定义∫
f dµ = sup

{∫
s dµ : 0 ≤ s ≤ f, s 为简单函数

}
.

这个定义允许积分值为 +∞。它的经济含义是：先用有限档收入、有限档支付或有限
档效用从下方近似真实变量，再取所有下方近似的最优上界。

例 17.4 (连续收入的分档近似). 设收入 Y 是非负随机变量。定义分档近似

sn(ω) =
k

2n
若

k

2n
≤ Y (ω) <

k + 1

2n
,

并在很大收入处截断。每个 sn 是简单函数，且 sn ≤ Y。随着 n 增大，收入档距变细，简

单函数越来越贴近 Y。Lebesgue 积分把这些有限档近似的期望推到极限。

例 17.5 (非负无界支付可以有无穷期望). 令 Ω = N，并令 P({n}) = 2−n。设支付X(n) = 2n。

则

EX =
∞∑
n=1

2n2−n =
∞∑
n=1

1 = ∞.

每个状态支付有限，但期望可以无穷大。金融模型中，这提醒我们不能只看逐状态现金流，

还要检查尾部概率和支付增长速度。

17.4 一般实值函数的积分

一般实值函数可能有正值和负值。积分定义通过正部和负部分解完成。

定义 17.5 (正部与负部). 给定实值可测函数 f，定义

f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.

则

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

定义 17.6 (可积函数). 若 ∫
f+ dµ <∞ 且

∫
f− dµ <∞,

则称 f 可积，并定义 ∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ.

等价地，f 可积当且仅当
∫
|f | dµ <∞。
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定义 17.7 (期望). 在概率空间上，随机变量 X 的期望定义为

EX =

∫
X dP,

只要右侧有意义。

例 17.6 (有收益也有损失的资产支付). 设资产支付 X 在三种状态下分别为 −2, 1, 4，概率

为 0.2, 0.5, 0.3。则

X+ = (0, 1, 4), X− = (2, 0, 0).

于是

EX+ = 0 · 0.2 + 1 · 0.5 + 4 · 0.3 = 1.7,

EX− = 2 · 0.2 = 0.4.

所以

EX = 1.7− 0.4 = 1.3.

正部和负部分开计算，可以避免把 ∞−∞ 误当作一个数。

例 17.7 (期望效用的积分形式). 若消费 C ≥ 0 是随机变量，效用函数为 u(c) =
√
c，则期

望效用写作

Eu(C) =
∫ √

C(ω) dP(ω).

有限状态下这是求和；连续状态下它是 Lebesgue 积分。消费者理论中的风险厌恶比较，真
正比较的是不同随机消费的效用积分。

例 17.8 (随机贴现因子的定价公式). 若 M ≥ 0 是随机贴现因子，资产下一期支付为 X，

则价格常写为

q = E[MX] =

∫
M(ω)X(ω) dP(ω).

这个公式要求 MX 可积。有限状态下可积性自动容易检查；一般状态下，必须控制尾部，

避免 MX 的期望不存在。

17.5 几乎处处与几乎必然

定义 17.8 (零测集). 若 N ∈ F 且 µ(N) = 0，则称 N 为零测集。

定义 17.9 (几乎处处). 若某个性质在 Ω \ N 上成立，且 µ(N) = 0，则说该性质几乎处处

成立。在概率空间中，也说几乎必然成立。

积分不关心零测集上的函数取值。若两个函数只在零测集上不同，它们的积分相同。
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例 17.9 (单点差异不改变连续分布下的期望). 设 Y 在 [0, 1] 上服从均匀分布。定义

f(y) = y, g(y) =

100, y = 1/2,

y, y 6= 1/2.

因为单点集合 {1/2} 的概率为 0，所以 f = g 几乎处处，进而∫
f dP =

∫
g dP.

连续状态模型中，改变单个状态的支付通常不会改变期望价格。

17.6 单调收敛定理

定理 17.1 (单调收敛定理). 若 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · ·，且 fn(ω) ↑ f(ω)，则∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ.

证明. 由 fn ≤ f，单调性给出 ∫
fn dµ ≤

∫
f dµ,

所以 limn

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ。

反向不等式的思想是：取任意简单函数 0 ≤ s ≤ f，再取 0 < c < 1。集合

An = {ω : fn(ω) ≥ cs(ω)}

递增并覆盖 Ω 中 s > 0 的部分。由测度从下连续性可推出∫
fn dµ ≥

∫
An

cs dµ −→ c

∫
s dµ.

令 c ↑ 1，再对所有 s ≤ f 取上确界，得到

lim
n

∫
fn dµ ≥

∫
f dµ.

两边合并即得结论。

例 17.10 (截断收入的期望极限). 设 Y ≥ 0 是收入，定义截断变量

Yn = min{Y, n}.

则

0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ · · · , Yn ↑ Y.

由单调收敛定理，

EY = lim
n→∞

E[min{Y, n}].

这说明可以先计算有上界收入的期望，再让上界趋于无穷。
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例 17.11 (有限期限违约损失逼近无限期限损失). 令 Dt 表示第 t 期违约事件，损失为

Ln =
n∑
t=1

βt1Dt .

随着期限 n 增加，Ln 单调不减，并收敛到

L =
∞∑
t=1

βt1Dt .

单调收敛定理给出

EL = lim
n→∞

ELn.

因此无限期限信用损失可以由有限期限损失期望的极限得到。

17.7 Fatou 引理
定理 17.2 (Fatou 引理). 若 fn ≥ 0，则∫

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ.

证明. 令
gn = inf

k≥n
fk.

则 gn 单调不减，且

gn ↑ lim inf
n→∞

fn.

由单调收敛定理， ∫
lim inf

n
fn dµ = lim

n

∫
gn dµ.

又因为 gn ≤ fk 对所有 k ≥ n 成立，所以∫
gn dµ ≤ inf

k≥n

∫
fk dµ.

两边取极限得到 Fatou 引理。

例 17.12 (Fatou 给出极限损失下界). 设 Ln ≥ 0 是第 n 个模型下的损失，且 Ln → L 几乎

处处。Fatou 引理给出
EL ≤ lim inf

n→∞
ELn.

如果一列近似模型的预期损失都不超过某个数，并不能直接推出极限损失更大；Fatou 告
诉我们，极限损失的期望不会超过预期损失的下极限。它是处理非负风险变量极限时最常

用的保守工具。
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17.8 控制收敛定理

定理 17.3 (控制收敛定理). 若 fn → f 几乎处处，且存在可积函数 g 使得

|fn| ≤ g, ∀n,

则 f 可积，并且 ∫
fn dµ→

∫
f dµ.

证明. 因为 |fn| ≤ g 且 fn → f，有 |f | ≤ g，所以 f 可积。对非负函数 g + fn 和 g − fn 分

别应用 Fatou 引理： ∫
(g + f) dµ ≤ lim inf

n

∫
(g + fn) dµ,∫

(g − f) dµ ≤ lim inf
n

∫
(g − fn) dµ.

整理第一式得到 ∫
f dµ ≤ lim inf

n

∫
fn dµ.

整理第二式得到

lim sup
n

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ.

因此上下极限相等，积分收敛到
∫
f dµ。

例 17.13 (有界效用下交换极限和期望). 设 Cn → C 几乎必然，且效用函数 u 有界：

|u(c)| ≤M.

则

|u(Cn)| ≤M,

而常数函数 M 在概率空间上可积。控制收敛定理给出

Eu(Cn) → Eu(C).

这说明在有界效用环境中，若消费计划逐状态收敛，则期望效用也收敛。

例 17.14 (资产价格极限). 设资产支付 Xn → X 几乎必然，随机贴现因子 M ≥ 0，且存在

可积随机变量 G 使得

|MXn| ≤ G, ∀n.

则由控制收敛定理，

E[MXn] → E[MX].

也就是说，若贴现后支付有统一可积上界，则近似资产的价格收敛到极限资产的价格。
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例 17.15 (没有控制时结论失败). 令 Ω = (0, 1)，取均匀概率。定义

fn(x) = n1(0,1/n)(x).

则对每个 x > 0，当 n 足够大时 x /∈ (0, 1/n)，所以 fn(x) → 0。但是∫ 1

0

fn(x) dx = n · 1
n
= 1.

因此积分不收敛到 0。失败原因是没有一个可积函数 g 能同时控制所有尖峰 fn。这个例子

是尾部风险和集中风险的数学原型。

17.9 收敛定理如何选择

如果函数列非负且单调递增，优先使用单调收敛定理；如果只有非负性但没有单调性，

Fatou 引理通常给出不等式；如果函数列逐点收敛，并且有统一可积上界，使用控制收敛
定理得到积分收敛。

例 17.16 (三种工具的快速识别). 设 X ≥ 0。若 Xn = min{X,n}，则 Xn ↑ X，用单调收
敛定理。若 Xn ≥ 0 但上下波动，只能先用 Fatou 得到

E[lim infXn] ≤ lim infEXn.

若 Xn → X 且 |Xn| ≤ G、EG < ∞，用控制收敛定理得到 EXn → EX。判断工具的顺序
是：先看单调性，再看非负性，最后找控制函数。

17.10 本章小结

Lebesgue 积分从指示函数和简单函数出发，把有限状态求和推广到一般测度空间。非
负函数积分允许无穷值；一般函数通过正部和负部分解定义；概率空间上的积分就是期望。

单调收敛定理、Fatou 引理和控制收敛定理是后续随机经济模型的三条基本通道：它们告
诉我们什么时候可以用有限近似逼近无限对象，什么时候只能得到极限不等式，以及什么

时候可以安全地交换极限和期望。

17.11 Exercises
习题 17.1. 定义指示函数。

习题 17.2. 证明
∫

1A dP = P(A)。
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习题 17.3. 定义非负简单函数。

习题 17.4. 设 s = 21A + 51B，A ∩ B = ∅，µ(A) = 3、µ(B) = 4。计算
∫
s dµ。

习题 17.5. 在三状态概率 p = (0.2, 0.5, 0.3) 下，支付 X = (1, 2, 5)。计算 EX。

习题 17.6. 定义非负可测函数的 Lebesgue 积分。

习题 17.7. 解释为什么非负函数积分可以为 +∞。

习题 17.8. 定义 f+ 和 f−。

习题 17.9. 证明 f = f+ − f− 且 |f | = f+ + f−。

习题 17.10. 定义可积函数。

习题 17.11. 设 X = (−2, 1, 4)，概率为 (0.2, 0.5, 0.3)。计算 EX。

习题 17.12. 说明为什么不能把 ∞−∞ 当作积分值。

习题 17.13. 定义零测集和几乎处处。

习题 17.14. 说明为什么两个几乎处处相等的可积函数积分相同。

习题 17.15. 陈述单调收敛定理。

习题 17.16. 令 Yn = min{Y, n}，其中 Y ≥ 0。证明 Yn ↑ Y。

习题 17.17. 用单调收敛定理证明 EY = limn E[min{Y, n}]。

习题 17.18. 设 An ↑ A。用单调收敛定理证明 P(An) → P(A)。

习题 17.19. 陈述 Fatou 引理。

习题 17.20. 说明 Fatou 引理为什么通常只给出不等式。

习题 17.21. 陈述控制收敛定理。

习题 17.22. 若 fn → f 且 |fn| ≤ 1 在概率空间上成立，证明
∫
fn dP →

∫
f dP。

习题 17.23. 给出控制收敛定理中控制函数的经济解释。

习题 17.24. 在例子 fn(x) = n1(0,1/n)(x) 中，证明 fn(x) → 0 对所有 x > 0 成立。

习题 17.25. 计算上一题中
∫ 1

0
fn(x) dx。
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习题 17.26. 解释上一题为什么不违反控制收敛定理。

习题 17.27. 若 Xn → X 且 |Xn| ≤ G、EG <∞，证明 EXn → EX。

习题 17.28. 设M ≥ 0、Xn → X、|MXn| ≤ G、EG <∞。证明资产价格 E[MXn] → E[MX]。

习题 17.29. 比较单调收敛定理和控制收敛定理的假设。

习题 17.30. 比较 Fatou 引理和控制收敛定理的结论。

习题 17.31. 设 Xn = 1[0,1/n] 在 [0, 1] 上。判断 Xn 是否单调，并求积分极限。

习题 17.32. 设 Xn = 1[0,1−1/n] 在 [0, 1] 上。判断 Xn 是否单调，并求积分极限。

习题 17.33. 解释期望效用为什么是 Lebesgue 积分。

习题 17.34. 解释为什么尾部风险会影响可积性。

习题 17.35. 用一句话说明本章三大收敛工具在后续经济学中的作用。

17.12 Solutions
本章解答的核心习惯是：先判断函数是否非负、是否单调、是否有统一可积控制，再

决定使用哪条收敛定理。

解答 17.1. 事件 A 的指示函数为

1A(ω) =

1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A.

解答 17.2. 1A = 1 · 1A + 0 · 1Ac。因此∫
1A dP = 1 · P(A) + 0 · P(Ac) = P(A).

解答 17.3. 非负简单函数是只取有限多个非负值的可测函数，通常写作

s =
m∑
i=1

ai1Ai
,

其中 ai ≥ 0、Ai ∈ F，并可取 Ai 两两不交。

解答 17.4. 因为 A 和 B 不交，∫
s dµ = 2µ(A) + 5µ(B) = 2 · 3 + 5 · 4 = 26.
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解答 17.5.
EX = 1 · 0.2 + 2 · 0.5 + 5 · 0.3 = 0.2 + 1 + 1.5 = 2.7.

解答 17.6. 若 f ≥ 0 可测，则∫
f dµ = sup

{∫
s dµ : 0 ≤ s ≤ f, s 为简单函数

}
.

解答 17.7. 非负函数的积分是所有下方简单函数积分的上确界。这个上确界可能没有有限
上界，因此积分可以为 +∞。例如某些尾部很厚的非负随机变量有无穷期望。

解答 17.8.
f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.

f+ 记录正值部分，f− 记录负值绝对值。

解答 17.9. 若 f(ω) ≥ 0，则 f+ = f、f− = 0。若 f(ω) < 0，则 f+ = 0、f− = −f。两种
情形都给出

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

解答 17.10. 实值可测函数 f 可积，是指∫
f+ dµ <∞,

∫
f− dµ <∞.

此时定义
∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ。

解答 17.11. 正部为 (0, 1, 4)，负部为 (2, 0, 0)。因此

EX+ = 0 · 0.2 + 1 · 0.5 + 4 · 0.3 = 1.7,

EX− = 2 · 0.2 = 0.4.

所以 EX = 1.7− 0.4 = 1.3。

解答 17.12. 若
∫
f+ = ∞ 且

∫
f− = ∞，则形式差 ∞−∞ 没有确定意义。它可能因截断

方式不同得到不同极限。因此一般实值函数必须要求正部和负部至少不能同时无穷。

解答 17.13. 零测集是测度为 0 的可测集合。若某性质只在一个零测集上失败，则称它几

乎处处成立；在概率空间中称为几乎必然成立。

解答 17.14. 若 f = g 除了零测集 N 外处处相等，则 |f − g| = 0 在 N c 上成立，而 N 对

积分没有贡献。因此 ∫
|f − g| dµ = 0,

从而
∫
f dµ =

∫
g dµ。
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解答 17.15. 若 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · ·，且 fn ↑ f，则∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ.

解答 17.16. 对每个 ω，min{Y (ω), n} 随 n 不减。若 Y (ω) <∞，当 n ≥ Y (ω) 后截断值等

于 Y (ω)；若 Y (ω) = ∞，截断值趋于 ∞。所以 Yn ↑ Y。

解答 17.17. 由上一题 Yn = min{Y, n} 非负且单调递增到 Y。单调收敛定理直接给出

EY = lim
n→∞

EYn = lim
n→∞

E[min{Y, n}].

解答 17.18. 若 An ↑ A，则 1An ↑ 1A。由单调收敛定理，

P(A) =
∫

1A dP = lim
n

∫
1An dP = lim

n
P(An).

解答 17.19. 若 fn ≥ 0，则 ∫
lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ.

解答 17.20. Fatou引理只要求非负性，不要求单调性，也不要求统一控制函数。条件较弱，
所以一般只能得到下半连续型不等式，而不能得到积分极限等于极限函数积分。

解答 17.21. 若 fn → f 几乎处处，且存在可积 g 使 |fn| ≤ g，则∫
fn dµ→

∫
f dµ.

解答 17.22. 概率空间上常数函数 1 可积，因为
∫
1 dP = 1。若 |fn| ≤ 1 且 fn → f，则由

控制收敛定理， ∫
fn dP →

∫
f dP.

解答 17.23. 控制函数是一个统一的、期望有限的上界。经济上，它限制所有近似模型中的
支付、效用或损失不会在尾部爆炸，从而允许把极限和期望交换。

解答 17.24. 固定 x > 0。当 n > 1/x 时，有 1/n < x，所以 x /∈ (0, 1/n)。因此对足够大的

n，fn(x) = 0，从而 fn(x) → 0。

解答 17.25. ∫ 1

0

n1(0,1/n)(x) dx = n · 1
n
= 1.

所以积分恒等于 1。
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解答 17.26. 控制收敛定理需要存在可积 g 使 fn ≤ g 对所有 n 成立。这里 fn 在越来越小

的区间上越来越高，形成尖峰；没有统一可积上界。因此定理条件不满足。

解答 17.27. 由 |Xn| ≤ G、EG <∞ 和 Xn → X，直接应用控制收敛定理，得到

EXn → EX.

解答 17.28. 令 Yn =MXn、Y =MX。因为 Xn → X，有 Yn → Y。又 |Yn| = |MXn| ≤ G，

且 EG <∞。由控制收敛定理，

E[MXn] = EYn → EY = E[MX].

解答 17.29. 单调收敛定理要求 fn ≥ 0 且 fn 单调递增，不需要上界。控制收敛定理不要

求单调，也允许正负值，但要求存在统一可积控制函数。

解答 17.30. Fatou 引理在非负性下给出∫
lim inf fn ≤ lim inf

∫
fn,

通常是不等式。控制收敛定理在逐点收敛和统一可积控制下给出∫
fn →

∫
f,

是等式型收敛结论。

解答 17.31. 区间 [0, 1/n] 随 n 缩小，所以 Xn 单调不增。积分为∫ 1

0

Xn dx =
1

n
→ 0.

点态极限除 0 外为 0，而单点不影响积分。

解答 17.32. 区间 [0, 1− 1/n] 随 n 增大而扩大，所以 Xn 单调不减，并且趋向 1[0,1)。积分

为 ∫ 1

0

Xn dx = 1− 1

n
→ 1.

这也可由单调收敛定理得到。

解答 17.33. 期望效用是随机效用 u(C(ω)) 对概率测度的积分：

Eu(C) =
∫
u(C(ω)) dP(ω).

有限状态时是加权求和，一般状态时就是 Lebesgue 积分。

解答 17.34. 尾部风险指低概率但高损失或高支付的状态。如果支付增长快于尾部概率衰
减，E|X| 可能为无穷，从而 X 不可积。可积性正是在检查尾部是否足够薄。

解答 17.35. 单调收敛、Fatou 引理和控制收敛分别支撑无限期限近似、极限风险不等式以
及价格和期望的极限交换，是随机经济模型中处理极限的基础工具。
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17.13 Computation Lab
本章计算实验仍采用有限近似，但目标已经从“事件概率”转向“积分和极限”。

Lab 1: 简单函数积分

输入一组状态概率 pi 和函数值 xi，计算∑
i

xipi.

然后把相同函数值的状态合并，检查按事件分层计算得到同一结果。

Lab 2: 截断期望

给定一组模拟收入样本 Y1, . . . , YN，计算

1

N

N∑
i=1

min{Yi, n}

随截断点 n 的变化。观察截断点上升时样本均值如何逼近未截断均值。

Lab 3: 尖峰函数反例

在网格上模拟

fn(x) = n1(0,1/n)(x).

检查它在大多数固定点上趋于 0，但面积近似保持为 1。这说明点态收敛本身不足以推出积

分收敛。

Lab 4: 资产价格近似

给定随机贴现因子样本 Mi 和一列支付样本 Xn,i，计算

qn =
1

N

N∑
i=1

MiXn,i.

检查是否存在统一上界样本 Gi 使 |MiXn,i| ≤ Gi，并比较 qn 与极限支付价格的差距。
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18.1 从随机变量到信息下的预测

Ch15告诉我们随机变量是可测函数，Ch16告诉我们期望是 Lebesgue积分。本章把这
两个对象放进经济模型最常用的形式：分布、联合分布、条件概率和条件期望。

在经济和金融中，我们很少只关心一个无条件平均数。消费者观察到收入信号后会更

新消费计划，投资者看到价格历史后会更新收益预测，动态规划中的状态变量正是对未来

有用的信息。条件期望提供了统一语言：

信息 −→条件分布 −→条件期望 −→预测、定价和递归.

18.2 分布与分布函数

定义 18.1 (分布). 设 X : (Ω,F ,P) → (R,B(R)) 是随机变量。X 的分布是 R 上的概率测
度 PX，定义为

PX(B) = P(X ∈ B), B ∈ B(R).

定义 18.2 (分布函数). 随机变量 X 的分布函数定义为

FX(x) = P(X ≤ x), x ∈ R.

命题 18.1 (分布函数的基本性质). 分布函数 FX 单调不减、右连续，并满足

lim
x→−∞

FX(x) = 0, lim
x→∞

FX(x) = 1.

证明. 若 x ≤ y，则 {X ≤ x} ⊆ {X ≤ y}，由概率单调性得 FX(x) ≤ FX(y)。极限性质来

自事件 {X ≤ x} 随 x → −∞ 递减到空集、随 x → ∞ 递增到全集。右连续性是概率测度
从上连续性的应用，可由事件 {X ≤ x+ 1/n} ↓ {X ≤ x} 得到。

例 18.1 (两点分布的分布函数). 设 X 只取 0 和 1，且

P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1− p.

230
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则

FX(x) =


0, x < 0,

1− p, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

分布函数在取值点发生跳跃，跳跃大小正是该点的概率质量。

例 18.2 (资产收益的阈值概率). 若 R 是资产收益率，则 FR(0) = P(R ≤ 0) 是非正收益概

率，FR(−0.1) = P(R ≤ −0.1) 是损失超过 10% 的概率。分布函数把所有阈值风险都组织
在同一个函数中。

18.3 离散分布、密度与矩

定义 18.3 (离散分布). 若随机变量 X 只取可数多个值 xi，则其概率质量函数为

pi = P(X = xi),

并满足 pi ≥ 0、
∑

i pi = 1。

若 X 的分布可由非负函数 fX 表示为

P(X ∈ B) =

∫
B

fX(x) dx,

则称 fX 为密度。本章只使用密度作为计算桥梁；严格的测度分解留给后续更高阶讨论。

定义 18.4 (矩、方差与协方差). 若相关期望存在，定义

EX =

∫
X dP, Var(X) = E[(X − EX)2],

并定义

Cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )].

例 18.3 (离散分布的均值和方差). 设 X 取 0, 1, 2，概率分别为 0.2, 0.5, 0.3。则

EX = 0 · 0.2 + 1 · 0.5 + 2 · 0.3 = 1.1.

又

EX2 = 02 · 0.2 + 12 · 0.5 + 22 · 0.3 = 1.7,

所以

Var(X) = EX2 − (EX)2 = 1.7− 1.21 = 0.49.

方差衡量随机变量围绕均值的分散程度。
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例 18.4 (均匀分布的期望). 若 X 在 [0, 1] 上均匀分布，则密度为 fX(x) = 1。因此

EX =

∫ 1

0

x dx =
1

2
,

并且

EX2 =

∫ 1

0

x2 dx =
1

3
,

所以 Var(X) = 1/3− 1/4 = 1/12。

18.4 联合分布与边际分布

定义 18.5 (联合分布). 随机向量 (X,Y ) 的联合分布定义为

PX,Y (B) = P((X,Y ) ∈ B), B ∈ B(R2).

定义 18.6 (边际分布). 由联合分布得到 X 的边际分布：

PX(A) = P((X,Y ) ∈ A× R).

类似地可得到 Y 的边际分布。

例 18.5 (联合概率表与边际概率). 设就业状态 E ∈ {0, 1} 和高收入状态 H ∈ {0, 1} 的联
合分布为

H = 0 H = 1

E = 0 0.2 0.1

E = 1 0.3 0.4

则

P(E = 1) = 0.3 + 0.4 = 0.7,

P(H = 1) = 0.1 + 0.4 = 0.5.

边际分布通过对联合表的一行或一列求和得到。经济上，联合分布包含就业和收入的共同

信息，边际分布只保留单个变量的信息。

例 18.6 (协方差的联合分布计算). 继续上一例。先计算

EE = 0.7, EH = 0.5.

因为 EH = 1 只在 (E,H) = (1, 1) 时发生，所以

E[EH] = 0.4.

于是

Cov(E,H) = E[EH]− EE EH = 0.4− 0.35 = 0.05.

正协方差表示就业和高收入在该分布下正相关。
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18.5 独立性

定义 18.7 (随机变量独立). 随机变量 X,Y 独立，如果对任意 Borel 集 A,B，有

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B).

在有限取值情形，只需检查所有取值组合：

P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y).

命题 18.2 (独立性与乘积期望，有限情形). 若有限取值随机变量 X,Y 独立，则

E[XY ] = EX EY.

证明. 设 X 取值 xi，Y 取值 yj。由独立性，

E[XY ] =
∑
i

∑
j

xiyjP(X = xi, Y = yj)

=
∑
i

∑
j

xiyjP(X = xi)P(Y = yj)

=

(∑
i

xiP(X = xi)

)(∑
j

yjP(Y = yj)

)
= EX EY.

例 18.7 (检查独立性). 若两枚公平硬币独立，令 X 表示第一枚是否正面，Y 表示第二枚

是否正面。则

P(X = 1, Y = 1) = 1/4,

而

P(X = 1)P(Y = 1) =
1

2
· 1
2
=

1

4
.

其他取值组合也类似，所以 X,Y 独立。

例 18.8 (不独立的收入与就业). 在前面的联合表中，

P(E = 1, H = 1) = 0.4,

但

P(E = 1)P(H = 1) = 0.7 · 0.5 = 0.35.

二者不相等，所以就业和高收入不独立。观察就业状态会改变对高收入事件的概率判断。
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18.6 条件概率与 Bayes 公式

定义 18.8 (条件概率). 若 P(B) > 0，定义

P(A | B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

命题 18.3 (Bayes 公式). 若 P(A) > 0、P(B) > 0，则

P(A | B) =
P(B | A)P(A)

P(B)
.

证明. 由条件概率定义，
P(B | A)P(A) = P(A ∩ B).

再除以 P(B)，得到结论。

例 18.9 (就业条件下的高收入概率). 由联合表，

P(H = 1 | E = 1) =
P(H = 1, E = 1)

P(E = 1)
=

0.4

0.7
=

4

7
.

无条件高收入概率是 0.5，条件概率约为 0.571。就业信息提高了对高收入的预测。

例 18.10 (Bayes 更新信号). 设经济状态 G 表示高增长，先验概率 P(G) = 0.4。信号 S 出

现的概率满足

P(S | G) = 0.8, P(S | Gc) = 0.2.

则

P(S) = 0.8 · 0.4 + 0.2 · 0.6 = 0.44.

Bayes 公式给出
P(G | S) = 0.8 · 0.4

0.44
=

8

11
.

信号把高增长概率从 0.4 更新到约 0.727。

18.7 给定事件和分割的条件期望

定义 18.9 (给定事件的条件期望). 若 P(B) > 0，定义

E[X | B] =
E[X1B]
P(B)

.
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定义 18.10 (给定有限分割的条件期望). 设 {B1, . . . , Bm}是 Ω的有限可测分割，且 P(Bi) >

0。给定该分割的条件期望是随机变量

E[X | G](ω) = E[X | Bi], ω ∈ Bi,

其中 G = σ(B1, . . . , Bm)。

例 18.11 (分割下的条件期望). 设 Ω = {1, 2, 3, 4}，每个状态概率为 1/4，随机收入为

X = (1, 3, 4, 8).

信息分割为

B1 = {1, 2}, B2 = {3, 4}.

则

E[X | B1] =
1 + 3

2
= 2, E[X | B2] =

4 + 8

2
= 6.

因此

E[X | G] = (2, 2, 6, 6).

条件期望在每个信息块内取常数，因为在该信息下无法区分同一块内的状态。

例 18.12 (条件期望是信息下的预测). 继续上一例。若主体只知道状态属于 B1 或 B2，那

么在 B1 中预测收入为 2，在 B2 中预测收入为 6。若后来知道精确状态，预测才更新为

1, 3, 4, 8。条件期望是当前信息下对 X 的平均预测。

命题 18.4 (全期望公式，有限分割). 若 {Bi}mi=1 是有限可测分割，且 P(Bi) > 0，则

EX =
m∑
i=1

E[X | Bi]P(Bi).

证明. 因为 Ω 被 Bi 不交分割，

EX =
∑
i

E[X1Bi
].

由 E[X | Bi] = E[X1Bi
]/P(Bi)，得

E[X1Bi
] = E[X | Bi]P(Bi).

代回即得结论。
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18.8 给定事件代数的条件期望

有限分割给出直观公式。一般情况下，信息由子 σ-代数 G ⊆ F 表示。

定义 18.11 (条件期望). 设 X 可积，G ⊆ F 是子 σ-代数。给定 G 的条件期望 E[X | G] 是
满足以下条件的随机变量 Z：

1. Z 是 G-可测；

2. 对所有 G ∈ G，有 ∫
G

Z dP =

∫
G

X dP.

条件期望只在几乎必然意义下唯一。第一条说预测只能使用 G 中的信息；第二条说在
任何可由当前信息识别的事件上，预测的总量和真实变量的总量一致。

例 18.13 (平凡信息和完整信息). 若 G = {∅,Ω}，则 G-可测随机变量只能是常数，所以

E[X | G] = EX.

若 G = F，则 X 本身已经可测，并且

E[X | F ] = X.

因此条件期望从“只知道无条件均值”连续过渡到“知道全部状态”。

例 18.14 (资产定价中的条件价格). 设 Mt+1 是下一期随机贴现因子，Xt+1 是下一期支付，

当前信息为 Ft。动态资产定价常写为

qt = E[Mt+1Xt+1 | Ft].

这表示价格 qt 必须是当前信息可测的随机变量，并且在当前信息能够识别的每个事件上，

它匹配未来贴现支付的条件平均。

18.9 条件期望的基本性质

下面性质在可积性条件满足时成立。

命题 18.5 (线性性). 对常数 a, b，有

E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G].
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命题 18.6 (取出已知量). 若 Y 是 G-可测且 Y X 可积，则

E[Y X | G] = Y E[X | G].

命题 18.7 (迭代期望法则). 若 H ⊆ G ⊆ F，则

E[E[X | G] | H] = E[X | H].

特别地，

E[E[X | G]] = EX.

证明. 给出定义式证明思路。令 Z = E[X | G]。对任意 H ∈ H，因为 H ∈ G，有∫
H

Z dP =

∫
H

X dP.

E[Z | H] 是 H-可测，并在每个 H ∈ H 上与 Z 积分相同，因此也与 X 积分相同。由条件

期望的唯一性，得到结论。

例 18.15 (迭代期望的分割计算). 设完整状态为 {1, 2, 3, 4}，等概率，收入 X = (1, 3, 4, 8)。

粗信息 H 是平凡信息，只知道全集；细信息 G 是分割 {1, 2}, {3, 4}。前面算得

E[X | G] = (2, 2, 6, 6).

再对平凡信息取条件期望：

E[E[X | G] | H] =
2 + 2 + 6 + 6

4
= 4.

而

EX =
1 + 3 + 4 + 8

4
= 4.

先按细信息预测再取无条件平均，等于直接取无条件平均。

例 18.16 (取出已知工资冲击). 设 Y 是当前已知的就业状态，因而 G-可测；X 是未来收
入冲击。则

E[Y X | G] = Y E[X | G].

如果当前已经知道是否就业，那么就业状态可以从条件期望中取出；仍需预测的是未来收

入冲击。
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18.10 条件期望与最小二乘预测

在平方损失下，条件期望是使用给定信息预测 X 的最佳预测。有限分割情形中，若预

测 Z 必须在每个信息块 Bi 上取常数 zi，则最小化

E[(X − Z)2]

的 zi 是

zi = E[X | Bi].

例 18.17 (平方损失下的最佳分块预测). 状态等概率，收入 X = (1, 3, 4, 8)，信息块仍为

B1 = {1, 2}、B2 = {3, 4}。若在 B1 上预测常数 z1，则局部平方损失为

(1− z1)
2 + (3− z1)

2.

一阶条件给出

−2(1− z1)− 2(3− z1) = 0,

所以 z1 = 2。同理 z2 = 6。这正是 E[X | G]。条件期望不是任意平均，而是当前信息下的
最小均方误差预测。

18.11 本章小结

随机变量的分布把状态空间上的概率推到数值空间；联合分布描述多个变量的共同不

确定性，边际分布和独立性从中读出。条件概率是事件层面的更新，条件期望是随机变量

层面的更新。给定信息 G 的条件期望是 G-可测的最佳预测，并在所有 G-事件上保持积分
一致。后续过滤、鞅、动态资产价格和递归经济模型都将反复使用这一对象。

18.12 Exercises

习题 18.1. 定义随机变量的分布。

习题 18.2. 定义分布函数。

习题 18.3. 证明分布函数单调不减。

习题 18.4. 设 X 取 0, 1，且 P(X = 1) = p。写出 FX。

习题 18.5. 定义离散分布的概率质量函数。
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习题 18.6. 设 X 取 0, 1, 2，概率为 0.2, 0.5, 0.3。计算 EX。

习题 18.7. 计算上一题中的 Var(X)。

习题 18.8. 定义联合分布。

习题 18.9. 定义边际分布。

习题 18.10. 给定联合表
Y = 0 Y = 1

X = 0 0.1 0.2

X = 1 0.3 0.4

求 X 和 Y 的边际分布。

习题 18.11. 定义随机变量独立性。

习题 18.12. 检查上一题联合表中的 X,Y 是否独立。

习题 18.13. 证明有限取值独立随机变量满足 E[XY ] = EXEY。

习题 18.14. 定义协方差。

习题 18.15. 用联合表计算 Cov(X,Y )。

习题 18.16. 定义条件概率。

习题 18.17. 证明 Bayes 公式。

习题 18.18. 设 P(G) = 0.4、P(S | G) = 0.8、P(S | Gc) = 0.2。计算 P(G | S)。

习题 18.19. 定义给定事件 B 的条件期望。

习题 18.20. 设 X = (1, 3, 4, 8)，四状态等概率。求 E[X | {1, 2}]。

习题 18.21. 在上一题中，分割为 {1, 2}、{3, 4}。求给定分割的条件期望。

习题 18.22. 定义给定子 σ-代数 G 的条件期望。

习题 18.23. 解释条件期望定义中的 G-可测性。

习题 18.24. 解释条件期望定义中的积分匹配条件。

习题 18.25. 若 G = {∅,Ω}，求 E[X | G]。

习题 18.26. 若 G = F，求 E[X | G]。
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习题 18.27. 陈述条件期望的线性性。

习题 18.28. 陈述取出已知量规则。

习题 18.29. 陈述迭代期望法则。

习题 18.30. 用有限分割证明全期望公式。

习题 18.31. 在四状态等概率例子中验证 E[E[X | G]] = EX。

习题 18.32. 解释条件期望为什么是信息下的预测。

习题 18.33. 证明在两点信息块上，平方损失最小预测是块内平均。

习题 18.34. 解释条件期望在资产定价公式 qt = E[Mt+1Xt+1 | Ft] 中的含义。

习题 18.35. 用一句话区分条件概率和条件期望。

18.13 Solutions
本章解答的主线是：先从联合分布表读概率，再把信息表示为事件、分割或子 σ-代数，

最后用条件期望的定义检查可测性和积分匹配。

解答 18.1. 随机变量 X 的分布是取值空间上的概率测度

PX(B) = P(X ∈ B),

其中 B 是取值空间中的可测集合。

解答 18.2. 分布函数定义为
FX(x) = P(X ≤ x).

它记录随机变量落在阈值 x 以下的概率。

解答 18.3. 若 x ≤ y，则事件 {X ≤ x} ⊆ {X ≤ y}。由概率的单调性，

FX(x) = P(X ≤ x) ≤ P(X ≤ y) = FX(y).

解答 18.4.

FX(x) =


0, x < 0,

1− p, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

在 0 处跳跃 1− p，在 1 处跳跃 p。
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解答 18.5. 若 X 取可数多个值 xi，概率质量函数为

pi = P(X = xi),

并满足 pi ≥ 0、
∑

i pi = 1。

解答 18.6.
EX = 0 · 0.2 + 1 · 0.5 + 2 · 0.3 = 1.1.

解答 18.7.
EX2 = 02 · 0.2 + 12 · 0.5 + 22 · 0.3 = 1.7.

因此

Var(X) = EX2 − (EX)2 = 1.7− 1.21 = 0.49.

解答 18.8. 随机向量 (X,Y ) 的联合分布是 R2 上的概率测度

PX,Y (B) = P((X,Y ) ∈ B).

解答 18.9. 边际分布是从联合分布中只保留一个坐标得到的分布。例如

PX(A) = P((X,Y ) ∈ A× R).

有限表中就是对另一个变量求和。

解答 18.10. 对 X 求边际：

P(X = 0) = 0.1 + 0.2 = 0.3, P(X = 1) = 0.3 + 0.4 = 0.7.

对 Y 求边际：

P(Y = 0) = 0.1 + 0.3 = 0.4, P(Y = 1) = 0.2 + 0.4 = 0.6.

解答 18.11. 随机变量 X,Y 独立，是指对任意 Borel 集 A,B，

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B).

有限取值时检查每个取值组合即可。

解答 18.12. 检查 (X,Y ) = (0, 0)：

P(X = 0, Y = 0) = 0.1,

而

P(X = 0)P(Y = 0) = 0.3 · 0.4 = 0.12.

不相等，所以 X,Y 不独立。
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解答 18.13. 设 X 取 xi，Y 取 yj。独立性给出

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj).

因此

E[XY ] =
∑
i

∑
j

xiyjP(X = xi)P(Y = yj) = EXEY.

解答 18.14. 协方差定义为

Cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )].

等价地，在二阶矩存在时，

Cov(X,Y ) = E[XY ]− EXEY.

解答 18.15. 由前面计算 EX = 0.7、EY = 0.6。又 XY = 1 只在 (1, 1) 处，所以

E[XY ] = 0.4.

因此

Cov(X,Y ) = 0.4− 0.7 · 0.6 = −0.02.

解答 18.16. 若 P(B) > 0，条件概率定义为

P(A | B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

解答 18.17. 由
P(B | A) = P(A ∩ B)

P(A)

可得

P(A ∩ B) = P(B | A)P(A).

代入 P(A | B) = P(A ∩ B)/P(B)，得到 Bayes 公式。

解答 18.18.

P(S) = P(S | G)P(G) + P(S | Gc)P(Gc) = 0.8 · 0.4 + 0.2 · 0.6 = 0.44.

因此

P(G | S) = 0.8 · 0.4
0.44

=
8

11
.
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解答 18.19. 若 P(B) > 0，

E[X | B] =
E[X1B]
P(B)

.

有限等概率情形下，它就是事件 B 内的平均值。

解答 18.20. 事件 {1, 2} 内收入为 1, 3，且两状态条件概率相同，所以

E[X | {1, 2}] = 1 + 3

2
= 2.

解答 18.21. 在 {1, 2} 上条件均值为 2，在 {3, 4} 上条件均值为

4 + 8

2
= 6.

因此条件期望随机变量为

E[X | G] = (2, 2, 6, 6).

解答 18.22. 给定子 σ-代数 G，E[X | G]是随机变量 Z，满足：Z 是 G-可测；对所有 G ∈ G，∫
G

Z dP =

∫
G

X dP.

解答 18.23. G-可测性表示 Z 只能使用 G 中包含的信息。有限分割中，这等价于 Z 在每

个信息块内为常数。

解答 18.24. 积分匹配条件表示：在任何当前信息可以识别的事件 G 上，预测 Z 的总和或

平均与真实变量 X 的总和或平均一致。这保证预测不系统性偏离真实变量。

解答 18.25. 若 G = {∅,Ω}，G-可测随机变量只能是常数。积分匹配要求该常数为 EX，所
以

E[X | G] = EX.

解答 18.26. 若 G = F，则 X 本身已经 F -可测，并且对所有 G ∈ F，∫
G

X dP =

∫
G

X dP.

所以

E[X | F ] = X.

解答 18.27. 线性性为

E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G].
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解答 18.28. 若 Y 是 G-可测且 Y X 可积，则

E[Y X | G] = Y E[X | G].

直觉是：当前信息已经知道的量可以从条件期望中取出。

解答 18.29. 若 H ⊆ G ⊆ F，则

E[E[X | G] | H] = E[X | H].

特别地，取 H 为平凡信息，得到 E[E[X | G]] = EX。

解答 18.30. 若 {Bi} 是有限分割，则

EX =
∑
i

E[X1Bi
].

又

E[X | Bi] =
E[X1Bi

]

P(Bi)
,

所以

EX =
∑
i

E[X | Bi]P(Bi).

解答 18.31.
E[X | G] = (2, 2, 6, 6).

四状态等概率，所以

E[E[X | G]] = 2 + 2 + 6 + 6

4
= 4.

而

EX =
1 + 3 + 4 + 8

4
= 4.

二者相等。

解答 18.32. 条件期望必须是当前信息可测的随机变量，因此它只使用当前信息；同时它在
所有当前可识别事件上匹配 X 的积分。因此它是当前信息下对 X 的无偏平均预测。

解答 18.33. 在两点 x1, x2 上预测常数 z，平方损失为

(x1 − z)2 + (x2 − z)2.

一阶条件为

−2(x1 − z)− 2(x2 − z) = 0,

所以

z =
x1 + x2

2
.

这就是块内平均，也就是等概率条件期望。
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解答 18.34. 公式
qt = E[Mt+1Xt+1 | Ft]

表示当前价格只能依赖当前信息 Ft，并且等于未来贴现支付在当前信息下的条件平均。它

是动态资产定价中“价格是条件期望”的基本形式。

解答 18.35. 条件概率更新事件发生的概率；条件期望更新随机变量在给定信息下的平均
预测。

18.14 Computation Lab

本章计算实验围绕联合分布表和信息分割展开，所有任务都可以用电子表格或几行代

码完成。

Lab 1: 联合表边际化

输入一个 m× n 的联合概率表 Pij。检查

Pij ≥ 0,
∑
i

∑
j

Pij = 1.

然后计算行边际和列边际：

pi =
∑
j

Pij, qj =
∑
i

Pij.

Lab 2: 独立性检查

对每个格点检查

Pij = piqj

是否成立。若所有格点都成立，则两个有限变量独立；否则不独立。

Lab 3: Bayes 更新

输入先验概率 P(G) 和信号似然 P(S | G)、P(S | Gc)，计算

P(G | S) = P(S | G)P(G)
P(S | G)P(G) + P(S | Gc)P(Gc)

.
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Lab 4: 条件期望的分割计算

输入状态概率 pi、随机变量值 Xi、以及一个状态分割。对每个信息块 B，计算

E[X | B] =

∑
i∈BXipi∑
i∈B pi

.

再把该数值赋给块内所有状态，得到 E[X | G]。

Lab 5: 最小均方预测

在每个信息块内比较不同常数预测 z 的加权平方损失∑
i∈B

(Xi − z)2pi.

验证最小点等于条件期望。
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19.1 从随机变量到风险选择

前面三章建立了概率空间、积分和条件期望。本章把这些工具用于风险选择。经济主

体面对的不确定对象可以是未来消费、收入、财富、资产收益或政策结果。数学上，它们

都是随机变量；经济上，它们是彩票。

本章的主线是：

彩票 −→期望效用 −→风险厌恶 −→风险溢价 −→随机支配.

19.2 彩票与期望效用

定义 19.1 (彩票). 彩票是结果集合上的概率分布。若结果是财富或消费，则彩票可表示为
随机变量 X，其分布描述不同结果发生的概率。

定义 19.2 (期望效用). 给定效用函数 u 和彩票 X，期望效用定义为

Eu(X) =

∫
u(X(ω)) dP(ω),

只要积分存在。

在期望效用模型中，彩票 X 至少和彩票 Y 一样好，当且仅当

Eu(X) ≥ Eu(Y ).

例 19.1 (两种彩票的期望效用比较). 令效用 u(c) =
√
c。彩票 X 以一半概率给 1，一半概

率给 9；彩票 Y 确定给 4。则

Eu(X) =
1

2

√
1 +

1

2

√
9 = 2,

而

Eu(Y ) =
√
4 = 2.

247
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在这个效用函数下，消费者对 X 和 Y 无差异。注意 X 的期望财富为 5，高于 Y 的 4，但

风险使其期望效用被压低。

例 19.2 (风险中性只看期望). 若 u(c) = c，则

Eu(X) = EX.

对上一个彩票 X，有 EX = 5；对确定彩票 Y = 4，有 EY = 4。风险中性主体偏好 X。线

性效用不惩罚波动，只比较平均支付。

19.3 风险厌恶与 Jensen 不等式
定义 19.3 (风险厌恶). 若消费者对任意彩票 X 都弱偏好其期望值对应的确定消费：

u(EX) ≥ Eu(X),

则称该消费者风险厌恶。

命题 19.1 (凹效用与风险厌恶). 若 u 是凹函数，则消费者风险厌恶：

u(EX) ≥ Eu(X).

证明. 这正是 Jensen 不等式对凹函数的应用。有限状态下，若 X 取值 xi，概率为 pi，则

u

(∑
i

pixi

)
≥
∑
i

piu(xi).

一般情形由 Ch16 的积分极限工具推广得到。

例 19.3 (凹效用下的风险厌恶). 令 u(c) = log c。彩票 X 以一半概率给 1，一半概率给 9。

其期望为 5。有

u(EX) = log 5,

Eu(X) =
1

2
log 1 + 1

2
log 9 = log 3.

因为 log 5 > log 3，消费者严格偏好确定的 5 而不是风险彩票 X。这就是凹性带来的风险

厌恶。

定义 19.4 (风险中性与风险偏好). 若 u 线性，则主体风险中性；若 u 凸，则主体风险偏

好，因为 Jensen 不等式方向反过来：

Eu(X) ≥ u(EX).
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19.4 确定性等价与风险溢价

定义 19.5 (确定性等价). 彩票 X 的确定性等价 CE(X) 是使消费者在确定消费和彩票之

间无差异的数：

u(CE(X)) = Eu(X).

定义 19.6 (风险溢价). 风险溢价定义为

π(X) = EX − CE(X).

它表示消费者愿意放弃多少期望财富来消除风险。

命题 19.2 (风险厌恶下确定性等价不超过均值). 若 u 严格递增且凹，则

CE(X) ≤ EX.

证明. 由 Jensen 不等式，
Eu(X) ≤ u(EX).

又 u(CE(X)) = Eu(X)，所以

u(CE(X)) ≤ u(EX).

由于 u 递增，得到 CE(X) ≤ EX。

例 19.4 (确定性等价的计算). 令 u(c) =
√
c，彩票 X 以一半概率给 1，一半概率给 9。已

经有

Eu(X) = 2.

确定性等价满足 √
CE = 2,

所以 CE = 4。由于 EX = 5，风险溢价为

π(X) = 5− 4 = 1.

消费者愿意放弃 1 单位期望财富，把彩票换成确定的 4。

例 19.5 (保险的风险溢价解释). 一个家庭财富为 100。有 10% 概率损失 40，没有保险时

财富彩票为

X =

60, 0.1,

100, 0.9.

若效用凹，家庭的确定性等价低于 EX = 96。它愿意支付的最高全额保险保费等于

100− CE(X),

其中公平保费是预期损失 4。风险厌恶使最高愿付保费通常高于公平保费。
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19.5 Arrow-Pratt 风险厌恶系数
定义 19.7 (绝对风险厌恶系数). 若 u 二阶可微、严格递增且凹，Arrow-Pratt 绝对风险厌
恶系数定义为

A(c) = −u
′′(c)

u′(c)
.

命题 19.3 (小风险溢价近似). 设彩票为 c+ ε，其中 Eε = 0、Var(ε) = σ2，且风险很小。风

险溢价近似为

π ≈ 1

2
A(c)σ2.

证明. 令确定性等价为 c− π。用二阶 Taylor 展开：

u(c− π) ≈ u(c)− u′(c)π,

而

Eu(c+ ε) ≈ u(c) + u′(c)Eε+
1

2
u′′(c)Eε2 = u(c) +

1

2
u′′(c)σ2.

令两者相等，得到

−u′(c)π ≈ 1

2
u′′(c)σ2,

即

π ≈ −1

2

u′′(c)

u′(c)
σ2 =

1

2
A(c)σ2.

例 19.6 (对数效用的风险厌恶). 若 u(c) = log c，则

u′(c) =
1

c
, u′′(c) = − 1

c2
.

因此

A(c) = −−1/c2

1/c
=

1

c
.

财富越高，绝对风险厌恶越低。同样大小的货币风险，对高财富主体的风险溢价更小。

例 19.7 (指数效用的常绝对风险厌恶). 令

u(c) = −e−ac, a > 0.

则

u′(c) = ae−ac, u′′(c) = −a2e−ac.

所以

A(c) = a.

绝对风险厌恶不随财富变化，因此称为常绝对风险厌恶效用。
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19.6 均值保持扩散

定义 19.8 (均值保持扩散). 若随机变量 Y 可写为

Y = X + ε, E[ε | X] = 0,

则称 Y 是 X 的均值保持扩散。直觉上，Y 在保持条件均值的同时加入了额外噪声。

命题 19.4 (风险厌恶者不喜欢均值保持扩散). 若 Y = X + ε 且 E[ε | X] = 0，并且 u 凹，

则

Eu(Y ) ≤ Eu(X).

证明. 由条件 Jensen 不等式，

E[u(X + ε) | X] ≤ u(E[X + ε | X]) = u(X).

两边再取期望，得到结论。

例 19.8 (给确定收入加入公平噪声). 设 X = 10 为确定收入。令 ε 以一半概率为 2，一半

概率为 −2。则

Y = 10 + ε

取 8 和 12，均值仍为 10。对 u(c) =
√
c，

Eu(Y ) =
1

2

√
8 +

1

2

√
12 <

√
10 = u(X).

公平噪声降低了风险厌恶者的期望效用。

19.7 一阶随机支配

定义 19.9 (一阶随机支配). 设 X,Y 的分布函数分别为 FX , FY。若对所有 t，

FX(t) ≤ FY (t),

则称 X 一阶随机支配 Y，记为 X �FOSD Y。

直觉是：X 比 Y 更倾向于取较高值。因为在每个阈值 t 以下的概率都不大于 Y。

命题 19.5 (一阶随机支配的效用含义，有限情形). 若 X �FOSD Y，则对所有递增函数 u，

Eu(X) ≥ Eu(Y ),

只要期望存在。
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证明. 有限取值时，可以把 X 和 Y 放在共同的分位数表示上。令 U 在 [0, 1] 上均匀分布，

定义分位数函数 QX(U)、QY (U)。一阶随机支配等价于

QX(p) ≥ QY (p), ∀p ∈ (0, 1).

若 u 递增，则

u(QX(p)) ≥ u(QY (p)).

对 p 积分得到 Eu(X) ≥ Eu(Y )。

例 19.9 (用分布函数检查一阶随机支配). 彩票 X 以一半概率给 2，一半概率给 4；彩票 Y

以一半概率给 1，一半概率给 3。显然 X = Y + 1 在同概率状态下成立。因此 X 一阶随机

支配 Y。对任何递增效用，较高的每状态支付都会带来不低的期望效用。

例 19.10 (均值更高不代表一阶支配). 彩票 X 以 0.9 概率给 0，以 0.1 概率给 100，均值

为 10。彩票 Y 确定给 9。虽然 EX > EY，但 X 不一阶随机支配 Y，因为在阈值 t = 1 处，

FX(1) = 0.9 > 0 = FY (1).

高均值来自小概率大收益，并不能保证所有递增偏好都更喜欢 X。

19.8 二阶随机支配

定义 19.10 (二阶随机支配). 设 X,Y 的分布函数为 FX , FY。若对所有 t，∫ t

−∞
FX(s) ds ≤

∫ t

−∞
FY (s) ds,

并且两者均值相同或 X 的均值不低于 Y，则称 X 二阶随机支配 Y，记为 X �SOSD Y。

二阶随机支配比较的是风险厌恶者的偏好。它允许 X 和 Y 的分布函数交叉，但要求

X 在累计意义上更好。

命题 19.6 (二阶随机支配的效用含义). 若 X �SOSD Y，则对所有递增且凹的效用函数 u，

Eu(X) ≥ Eu(Y ).

完整证明需要分布积分分部。本书在这里强调使用方式：二阶随机支配是“所有风险

厌恶且喜欢更多的主体都弱偏好 X”的分布层判据。



19.9 分位数与风险度量的入口 253

例 19.11 (确定均值支配公平风险). 令 X = 10 为确定财富，Y 以一半概率为 8，一半概率

为 12。二者均值相同。由于 Y 是 X 加上公平噪声，X 二阶随机支配 Y。因此对任意递增

凹效用，

Eu(X) ≥ Eu(Y ).

这正是风险厌恶者偏好确定均值的分布表达。

例 19.12 (二阶支配允许分布函数交叉). 令 X 确定为 10，Y 以一半概率为 8，一半概率

为 12。当 t < 8 时两者分布函数都为 0；当 8 ≤ t < 10 时，FX(t) = 0、FY (t) = 1/2；当

10 ≤ t < 12 时，FX(t) = 1、FY (t) = 1/2。分布函数发生交叉，所以没有一阶支配；但 X

仍二阶支配 Y，因为它去掉了均值不变的风险。

19.9 分位数与风险度量的入口

定义 19.11 (分位数). 随机变量 X 的 α-分位数可定义为

qα(X) = inf{x : FX(x) ≥ α}.

金融中常用分位数描述尾部风险。例如损失变量 L 的 95% 分位数给出一个阈值，使
损失超过该阈值的概率不超过 5%。本书不在这里展开实证风险度量，只把分位数作为分布
语言的一个接口。

例 19.13 (离散损失的分位数). 损失 L 以概率 0.9 为 0，以概率 0.1 为 100。则

FL(0) = 0.9, FL(100) = 1.

因此

q0.95(L) = 100.

虽然期望损失只有 10，但 95% 分位数反映了尾部大损失。

19.10 本章小结

彩票是随机变量或分布，期望效用用积分比较风险选择。凹效用刻画风险厌恶，确定

性等价和风险溢价把风险厌恶转化为货币度量，Arrow-Pratt 系数给出局部风险厌恶强度。
均值保持扩散形式化“更风险”的概念。一阶随机支配对应所有递增偏好，二阶随机支配

对应所有递增凹偏好。下一步，Ch19-Ch20 将补充函数空间工具，为把这些风险对象放进
更一般的无限维分析框架做准备。
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19.11 Exercises
习题 19.1. 定义彩票。

习题 19.2. 定义期望效用。

习题 19.3. 设 u(c) =
√
c，彩票 X 以一半概率给 1，一半概率给 9。计算 Eu(X)。

习题 19.4. 定义风险厌恶。

习题 19.5. 证明凹效用蕴含风险厌恶。

习题 19.6. 解释风险中性为什么只看期望。

习题 19.7. 定义确定性等价。

习题 19.8. 定义风险溢价。

习题 19.9. 证明风险厌恶下 CE(X) ≤ EX。

习题 19.10. 设 u(c) =
√
c，彩票 X 以一半概率给 1，一半概率给 9。计算 CE(X) 和风险

溢价。

习题 19.11. 定义 Arrow-Pratt 绝对风险厌恶系数。

习题 19.12. 计算 u(c) = log c 的绝对风险厌恶系数。

习题 19.13. 计算 u(c) = −e−ac 的绝对风险厌恶系数。

习题 19.14. 推导小风险溢价近似 π ≈ 1
2
A(c)σ2。

习题 19.15. 定义均值保持扩散。

习题 19.16. 证明风险厌恶者不喜欢均值保持扩散。

习题 19.17. 给出一个确定收入加入公平噪声的例子。

习题 19.18. 定义一阶随机支配。

习题 19.19. 解释 FX(t) ≤ FY (t) 的直觉含义。

习题 19.20. 设 X = Y + 1。证明 X 一阶随机支配 Y。

习题 19.21. 给出“均值更高但不一阶支配”的例子。

习题 19.22. 说明一阶随机支配对所有递增效用的含义。
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习题 19.23. 定义二阶随机支配。

习题 19.24. 解释二阶随机支配和风险厌恶的关系。

习题 19.25. 设 X = 10，Y 以一半概率为 8，一半概率为 12。说明 X 是否一阶随机支配

Y。

习题 19.26. 在上一题中说明 X 是否二阶随机支配 Y。

习题 19.27. 定义分位数。

习题 19.28. 损失 L 以 0.9 概率为 0，以 0.1 概率为 100。求 q0.95(L)。

习题 19.29. 解释为什么尾部风险可能不被均值充分反映。

习题 19.30. 比较确定性等价和分位数的含义。

习题 19.31. 设 u(c) = c2。主体是风险厌恶、风险中性还是风险偏好？

习题 19.32. 设 u(c) = c。计算任意彩票的风险溢价。

习题 19.33. 说明保险需求与风险溢价的关系。

习题 19.34. 若 X �FOSD Y，是否必然 X �SOSD Y？说明直觉。

习题 19.35. 用一句话说明本章如何连接资产定价中的风险溢价。

19.12 Solutions
本章解答的关键是分清三种比较：期望比较、所有递增效用的比较、所有递增凹效用

的比较。它们分别对应均值、一阶随机支配和二阶随机支配。

解答 19.1. 彩票是结果集合上的概率分布。若结果是消费或财富，可把彩票表示为随机变
量 X，其分布给出各结果的概率。

解答 19.2. 给定效用函数 u 和彩票 X，期望效用为

Eu(X) =

∫
u(X) dP,

只要该积分存在。

解答 19.3.
Eu(X) =

1

2

√
1 +

1

2

√
9 =

1

2
+

3

2
= 2.



256 第十九章 风险、彩票与随机支配

解答 19.4. 风险厌恶是指对任意彩票 X，主体弱偏好确定的均值：

u(EX) ≥ Eu(X).

解答 19.5. 若 u 凹，由 Jensen 不等式，

u(EX) ≥ Eu(X).

这正是风险厌恶定义。

解答 19.6. 风险中性对应线性效用 u(c) = ac+ b，其中 a > 0。于是

Eu(X) = aEX + b.

比较期望效用等价于比较 EX。

解答 19.7. 确定性等价 CE(X) 是满足

u(CE(X)) = Eu(X)

的确定消费或财富水平。

解答 19.8. 风险溢价为
π(X) = EX − CE(X).

它表示主体愿意放弃多少期望财富来消除风险。

解答 19.9. 由凹性和 Jensen 不等式，

Eu(X) ≤ u(EX).

又 u(CE(X)) = Eu(X)。若 u 递增，则

CE(X) ≤ EX.

解答 19.10. 已知 Eu(X) = 2。确定性等价满足

√
CE = 2,

所以 CE = 4。又

EX =
1

2
· 1 + 1

2
· 9 = 5.

风险溢价为

π = 5− 4 = 1.
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解答 19.11. 若 u 二阶可微、递增且凹，绝对风险厌恶系数为

A(c) = −u
′′(c)

u′(c)
.

解答 19.12. 若 u(c) = log c，则

u′(c) = 1/c, u′′(c) = −1/c2.

因此

A(c) = −−1/c2

1/c
=

1

c
.

解答 19.13. 若 u(c) = −e−ac，则

u′(c) = ae−ac, u′′(c) = −a2e−ac.

所以

A(c) = −−a2e−ac

ae−ac
= a.

解答 19.14. 令彩票为 c+ ε，其中 Eε = 0、Eε2 = σ2，确定性等价为 c− π。Taylor 展开：

u(c− π) ≈ u(c)− u′(c)π,

Eu(c+ ε) ≈ u(c) +
1

2
u′′(c)σ2.

令两者相等，得到

π ≈ −1

2

u′′(c)

u′(c)
σ2 =

1

2
A(c)σ2.

解答 19.15. 若
Y = X + ε, E[ε | X] = 0,

则 Y 是 X 的均值保持扩散。它在保持条件均值的同时加入额外噪声。

解答 19.16. 若 u 凹，

E[u(Y ) | X] = E[u(X + ε) | X] ≤ u(E[X + ε | X]) = u(X).

两边取期望得

Eu(Y ) ≤ Eu(X).

解答 19.17. 令 X = 10，ε 以一半概率为 2，一半概率为 −2。则 Y = 10 + ε 取 8, 12，且

E[Y | X] = 10 = X.

所以 Y 是 X 的均值保持扩散。
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解答 19.18. 若对所有 t，

FX(t) ≤ FY (t),

则 X 一阶随机支配 Y，记为 X �FOSD Y。

解答 19.19. FX(t) ≤ FY (t) 表示在任意阈值 t 以下，X 落入低结果区域的概率不高于 Y。

因此 X 更倾向于取较高值。

解答 19.20. 若 X = Y + 1，则对任意 t，

{X ≤ t} = {Y + 1 ≤ t} = {Y ≤ t− 1} ⊆ {Y ≤ t}.

因此

FX(t) ≤ FY (t),

所以 X 一阶随机支配 Y。

解答 19.21. 令 X 以 0.9 概率为 0，以 0.1 概率为 100，则 EX = 10。令 Y = 9 确定，则

EY = 9。但在 t = 1 处，

FX(1) = 0.9 > 0 = FY (1).

所以 X 不一阶随机支配 Y。

解答 19.22. 若 X �FOSD Y，则所有递增效用函数都弱偏好 X：

Eu(X) ≥ Eu(Y ).

它是“喜欢更多”的所有主体一致偏好的分布判据。

解答 19.23. 若对所有 t， ∫ t

−∞
FX(s) ds ≤

∫ t

−∞
FY (s) ds,

并且 X 的均值不低于 Y，则称 X 二阶随机支配 Y。

解答 19.24. 二阶随机支配对应所有递增凹效用函数的偏好。如果 X �SOSD Y，则所有风

险厌恶且喜欢更多的主体都弱偏好 X。

解答 19.25. X = 10 确定，Y 取 8, 12。当 8 ≤ t < 10 时，FX(t) = 0 < FY (t) = 1/2；当

10 ≤ t < 12 时，FX(t) = 1 > FY (t) = 1/2。分布函数交叉，所以 X 不一阶随机支配 Y。

解答 19.26. Y 是在确定均值 10上加入公平噪声得到的均值保持扩散。因此风险厌恶者偏

好 X，即 X 二阶随机支配 Y。
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解答 19.27. α-分位数定义为

qα(X) = inf{x : FX(x) ≥ α}.

解答 19.28. 损失分布满足 FL(0) = 0.9、FL(100) = 1。因为 0.95 > 0.9，达到 0.95 的最小

点是 100，所以

q0.95(L) = 100.

解答 19.29. 均值把所有结果按概率加权为一个数，可能掩盖低概率大损失。尾部风险关注
分布边缘的大损失区域，分位数等工具能显示均值看不到的风险集中。

解答 19.30. 确定性等价依赖效用函数，表示主体主观上愿意接受的确定金额；分位数只依
赖分布，表示结果的概率阈值。前者是偏好对象，后者是统计对象。

解答 19.31. u(c) = c2 是凸函数，因此主体风险偏好。对公平风险，Jensen 不等式给出
Eu(X) ≥ u(EX)。

解答 19.32. 若 u(c) = c，则

CE(X) = EX.

因此风险溢价

π(X) = EX − CE(X) = 0.

风险中性主体不愿为消除纯风险支付额外溢价。

解答 19.33. 保险把风险彩票转化为较确定的财富。风险厌恶者的确定性等价低于期望财
富，因此愿意支付超过公平保费的一部分金额；这部分超过公平保费的愿付额来自风险溢

价。

解答 19.34. 是。若 X 一阶随机支配 Y，则所有递增效用都弱偏好 X。递增凹效用是递增

效用的子类，因此所有风险厌恶且喜欢更多的主体也弱偏好 X。所以一阶支配蕴含二阶支

配。

解答 19.35. 资产风险溢价补偿投资者承担不能由均值单独概括的风险；期望效用、风险厌
恶和随机支配提供了比较这些风险补偿的数学语言。

19.13 Computation Lab

本章计算实验使用有限彩票表和分布函数表，目标是把风险比较变成可复现的计算。
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Lab 1: 期望效用和确定性等价

输入结果 xi、概率 pi 和效用函数 u。计算∑
i

piu(xi).

若 u 可反函数，计算

CE = u−1

(∑
i

piu(xi)

)
,

并求风险溢价
∑

i pixi − CE。

Lab 2: Arrow-Pratt 系数

给定效用函数 u，用符号或数值导数计算

A(c) = −u′′(c)/u′(c).

画出 A(c) 随财富 c 的变化，比较对数效用和指数效用。

Lab 3: 一阶随机支配检查

对两个有限彩票，先排序所有可能结果，再计算每个阈值处的分布函数 FX(t)和 FY (t)。

若所有阈值上 FX(t) ≤ FY (t)，则 X 一阶随机支配 Y。

Lab 4: 二阶随机支配检查

在同一阈值网格上累计分布函数面积：

SX(tk) =
∑
j≤k

FX(tj)∆tj.

比较 SX(tk) ≤ SY (tk) 是否对所有 k 成立，并检查均值条件。

Lab 5: 均值保持扩散模拟

从确定值 x 出发，加入均值为零的噪声 ε。比较 u(x) 和样本平均

1

N

N∑
i=1

u(x+ εi)

在凹效用下的大小。
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20.1 为什么要把函数当作点

卷一里，我们主要在有限维空间中研究选择、均衡和最优性。卷二进入概率、风险和

动态问题后，一个新的对象反复出现：函数本身。例如，值函数 V (k)、价格函数 p(s)、需

求函数 x(p, w)、策略函数 g(s)都不是一个数，而是一整张规则表。为了讨论这些对象是否

收敛、是否连续、两个函数是否接近，我们需要把“函数集合”看作空间。

本章主线是：

距离 −→收敛 −→范数 −→函数空间 −→经济对象之间的误差.

20.2 度量空间

定义 20.1 (度量空间). 集合 X 上的函数 d : X×X → R称为度量，如果对任意 x, y, z ∈ X，

d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

d(x, y) = d(y, x),

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

二元组 (X, d) 称为度量空间。

度量把“接近”变成一个可计算的数。经济学中，接近可以是价格向量距离、分布距

离、函数图像的最大误差，或两条时间路径之间的误差。

例 20.1 (欧氏距离是度量). 在 Rn 上定义

d(x, y) =

(
n∑
i=1

(xi − yi)
2

)1/2

.

非负性和对称性直接来自平方和。若 d(x, y) = 0，则每个 (xi − yi)
2 = 0，所以 x = y。三

角不等式来自向量范数的三角不等式。这个度量刻画有限维商品束、价格向量和参数向量

之间的通常距离。

261



262 第二十章 度量空间、赋范空间与函数空间

例 20.2 (离散度量). 任意集合 X 上定义

d(x, y) =

0, x = y,

1, x 6= y.

这也是度量。三角不等式的关键情形是 x 6= z，左边为 1，右边至少有一个距离为 1，所以

成立。离散度量说明：度量不一定来自几何长度，它也可以只表达“相同或不同”。

定义 20.2 (开球). 给定度量空间 (X, d)、点 x ∈ X 和半径 r > 0，开球定义为

Bd(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

例 20.3 (价格向量的邻域). 若价格向量 p = (1, 2)，用欧氏距离衡量价格误差，则

B(p, 0.1) = {q :
√
(q1 − 1)2 + (q2 − 2)2 < 0.1}.

这个集合包含所有离原价格足够近的价格。比较静态中说“当价格小幅变动时需求如何变

化”，数学上就是研究需求函数在这类邻域内的行为。

20.3 收敛、Cauchy 列与完备性
定义 20.3 (序列收敛). 在度量空间 (X, d) 中，序列 (xn) 收敛到 x，记为 xn → x，如果

d(xn, x) → 0.

定义 20.4 (Cauchy 列). 序列 (xn) 是 Cauchy 列，如果对任意 ε > 0，存在 N，使得任意

m,n ≥ N 时

d(xn, xm) < ε.

定义 20.5 (完备性). 若度量空间中每个 Cauchy 列都收敛到该空间内某个点，则称该空间
完备。

命题 20.1 (收敛列一定是 Cauchy 列). 若 xn → x，则 (xn) 是 Cauchy 列。

证明. 给定 ε > 0。由于 xn → x，存在 N，使得 n ≥ N 时

d(xn, x) < ε/2.

若 m,n ≥ N，由三角不等式，

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) < ε.

所以 (xn) 是 Cauchy 列。
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例 20.4 (有理数空间不完备). 把 Q 放在通常距离 d(x, y) = |x− y| 下。用有理数小数截断
近似

√
2：

1, 1.4, 1.41, 1.414, . . .

这是 Q 中的 Cauchy 列，但它在 Q 中没有极限，因为极限
√
2 /∈ Q。因此 Q 不完备。这

个例子说明：Cauchy 性只说“内部越来越稳定”，完备性保证稳定对象没有跑出空间。

例 20.5 (递归算法为什么需要完备空间). 值函数迭代产生一列函数

V0, V1, V2, . . . .

如果我们能证明这些函数在某个距离下是 Cauchy 列，但该函数空间不完备，那么极限函
数可能不属于原空间，经济问题就没有在该空间内闭合。后续动态规划中选择完备的函数

空间，是为了让“迭代收敛到值函数”这句话有数学落点。

20.4 范数与赋范空间

定义 20.6 (范数). 向量空间 V 上的函数 ‖ · ‖ : V → R 称为范数，如果对任意 x, y ∈ V 和

标量 a，

‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0,

‖ax‖ = |a|‖x‖,

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

带范数的向量空间称为赋范空间。

命题 20.2 (范数诱导度量). 若 V 是赋范空间，则

d(x, y) = ‖x− y‖

定义了 V 上的度量。

证明. 非负性和 d(x, y) = 0 ⇔ x = y 来自范数的正定性。对称性来自

‖x− y‖ = ‖ − (y − x)‖ = |−1|‖y − x‖ = ‖y − x‖.

三角不等式来自

‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖.
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例 20.6 (三种常见向量范数). 在 Rn 上，

‖x‖1 =
∑
i

|xi|, ‖x‖2 =

(∑
i

x2i

)1/2

,

‖x‖∞ = max
i

|xi|.

若 x = (1,−2, 3)，则

‖x‖1 = 6, ‖x‖2 =
√
14, ‖x‖∞ = 3.

在有限维中，这些范数给出的收敛概念相同；但它们衡量误差的口径不同。

例 20.7 (资产组合权重的范数). 设两个投资组合权重为

w = (0.5, 0.3, 0.2), v = (0.4, 0.4, 0.2).

则

‖w − v‖1 = 0.2, ‖w − v‖∞ = 0.1.

ℓ1 范数衡量总调仓规模，ℓ∞ 范数衡量单个资产最大权重变化。不同范数对应不同经济问题

中的误差成本。

20.5 函数空间与上确界范数

定义 20.7 (有界函数空间). 给定集合 S，令 B(S) 表示所有有界实值函数 f : S → R 的集
合。

定义 20.8 (上确界范数). 对 f ∈ B(S)，定义

‖f‖∞ = sup
s∈S

|f(s)|.

例 20.8 (两个值函数之间的最大误差). 设状态 S = {0, 1, 2}，两个近似值函数为

V = (1, 2, 4), W = (1.1, 1.8, 4.3).

把它们看作 S 上的函数，则

‖V −W‖∞ = max{0.1, 0.2, 0.3} = 0.3.

这表示无论在哪个状态，近似误差都不超过 0.3。动态规划中常用这种“最坏状态误差”控

制策略和价格函数。
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例 20.9 (为什么只看平均误差不够). 令 S = {1, . . . , 100}。函数 f ≡ 0，而 g(100) = 10、其

他点为 0。平均绝对误差为

1

100

100∑
s=1

|g(s)− f(s)| = 0.1,

但

‖g − f‖∞ = 10.

如果第 100 个状态对应危机状态或违约状态，平均误差很小并不代表经济上可接受；上确

界范数会暴露最坏状态。

20.6 点态收敛与一致收敛

定义 20.9 (点态收敛). 函数列 fn : S → R 点态收敛到 f，如果对每个固定 s ∈ S，

fn(s) → f(s).

定义 20.10 (一致收敛). 函数列 fn : S → R 一致收敛到 f，如果

‖fn − f‖∞ → 0.

命题 20.3 (一致收敛蕴含点态收敛). 若 fn → f 一致收敛，则 fn → f 点态收敛。

证明. 对任意固定 s ∈ S，有

|fn(s)− f(s)| ≤ sup
t∈S

|fn(t)− f(t)| = ‖fn − f‖∞.

若右边趋于 0，则左边也趋于 0。

例 20.10 (点态收敛但不一致收敛). 在 [0, 1] 上令

fn(x) = xn.

当 0 ≤ x < 1 时，xn → 0；当 x = 1 时，xn = 1。所以点态极限为

f(x) =

0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

但收敛不是一致的。因为对每个 n，可取 x足够接近 1，使 xn 接近 1，而极限函数在 x < 1

处为 0。因此 ‖fn− f‖∞ 不趋于 0。常见错误是只检查每个固定点，而忘记“一致”要求同

一个 N 同时控制所有点。
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例 20.11 (一致收敛的简单例子). 在任意集合 S 上令

fn(s) = f(s) +
1

n
.

则

‖fn − f‖∞ =
1

n
→ 0.

所以 fn 一致收敛到 f。这里误差与状态 s 无关，因此很容易得到全局误差界。

20.7 连续函数空间

定义 20.11 (连续函数空间). 若 K 是度量空间的子集，C(K) 表示 K 上所有连续实值函

数组成的空间。

定理 20.1 (一致极限保持连续性). 设 K 是度量空间，fn ∈ C(K)，且 fn 一致收敛到 f。

则 f ∈ C(K)。

证明. 固定 x ∈ K 和 ε > 0。由一致收敛，存在 N，使得对所有 y ∈ K，

|fN(y)− f(y)| < ε/3.

由于 fN 在 x 连续，存在 δ > 0，使得 d(x, y) < δ 时

|fN(y)− fN(x)| < ε/3.

于是当 d(x, y) < δ 时，

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− fN(y)|+ |fN(y)− fN(x)|+ |fN(x)− f(x)| < ε.

所以 f 在 x 连续。由于 x 任意，f 连续。

例 20.12 (连续需求函数的极限). 设一列近似需求函数 xn(p) 都连续，并且在价格区间

K = [1, 2] 上一致收敛到 x(p)。则 x 仍连续。经济含义是：如果每一步近似都没有价格跳

跃，并且误差在整个价格区间上统一变小，那么极限需求也不会突然跳跃。

例 20.13 (点态极限可能破坏连续性). 上一节的 fn(x) = xn 在 [0, 1] 上都连续，但点态极

限

f(x) = 0 (x < 1), f(1) = 1

不连续。这说明“每个近似函数连续”加上“点态收敛”不够。若要把连续性传给极限，需

要一致收敛这样的更强条件。
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命题 20.4 (连续函数在上确界范数下闭合). 若 fn ∈ C(K)且 ‖fn−f‖∞ → 0，则 f ∈ C(K)。

因此 C(K) 在 B(K) 的上确界范数下是闭的。

证明. 这正是一致极限保持连续性的直接应用。闭合性的意思是：C(K)内序列若在上确界

范数下收敛到某个有界函数，则极限仍属于 C(K)。

20.8 序列空间与积分型函数空间

定义 20.12 (序列空间). 对 1 ≤ p <∞，ℓp 是满足
∞∑
i=1

|xi|p <∞

的实数序列 x = (xi) 的集合，并配备范数

‖x‖p =

(
∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

ℓ∞ 是所有有界序列的集合，范数为

‖x‖∞ = sup
i

|xi|.

例 20.14 (一个在无穷维中区分范数的序列). 令

xi =
1

i
.

则 x ∈ ℓ∞，因为 supi |xi| = 1。但 x /∈ ℓ1，因为调和级数

∞∑
i=1

1

i

发散。这个例子提醒我们：无限维空间中，不同范数和不同空间真的会给出不同对象，而

不只是同一对象的不同尺子。

定义 20.13 (积分型函数空间入口). 给定测度空间 (S,A, µ)，对 1 ≤ p <∞，Lp 表示满足∫
|f |p dµ <∞

的函数类，范数形式为

‖f‖p =
(∫

|f |p dµ
)1/p

.

严格地说，Lp 中把几乎处处相等的函数视为同一个元素。
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例 20.15 (上确界误差和均方误差). 设状态 s ∈ [0, 1]，近似误差为 e(s) = s。则

‖e‖∞ = 1,

而相对于 Lebesgue 测度，

‖e‖2 =
(∫ 1

0

s2 ds

)1/2

=
1√
3
.

上确界范数关心最大误差，L2 范数关心平方平均误差。计算近似、计量估计和动态规划会

根据目标选择不同误差口径。

20.9 有限维和无限维的关键差别

命题 20.5 (有限维范数等价). 在 Rn 上，任意两个范数 ‖ · ‖a、‖ · ‖b 都存在常数 m,M > 0，

使得

m‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤M‖x‖a, ∀x ∈ Rn.

因此有限维中不同范数诱导相同的收敛概念。

证明. 证明思想是把问题限制在某个范数的单位球面上。有限维单位球面紧，另一个范数
作为连续函数在该球面上取得正的最小值和有限最大值。缩放任意非零向量即可得到不等

式。完整紧致性细节见 Ch03。

例 20.16 (有限维中最大误差控制平均误差). 若 x ∈ Rn，则

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞.

第一边说明最大坐标误差不超过平方和误差；第二边说明若每个坐标误差都不超过 ‖x‖∞，
总平方误差最多是 n‖x‖2∞。这类不等式在有限状态模型中很常用。

无限维空间中，范数等价通常失败。一个函数列可能在均方意义下收敛，却不在上确

界范数下收敛；也可能逐点收敛，却没有统一误差控制。这就是后续章节必须小心指定函

数空间和范数的原因。

20.10 经济学中的函数空间选择

在经济模型中，选择空间不是纯数学装饰，而是建模的一部分。

例 20.17 (值函数空间的选择). 在确定性增长模型中，值函数 V (k) 通常定义在资本区间

K 上。如果我们希望用最大值定理保证 Bellman 右端连续，并用迭代保持连续性，就自然
选择 C(K)。如果只关心有界性和上确界误差，则可先在 B(K) 上工作。空间越大越容易

容纳对象，空间越小越容易保留经济结构。
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例 20.18 (价格函数和状态分布). 资产定价中价格可能是状态 s 的函数 p(s)。若状态有限，

价格函数只是向量；若状态连续，价格就是函数。比较两个定价规则 p, q 时，

‖p− q‖∞ < 0.01

表示每个状态下价格误差都小于 0.01。这比只比较平均价格误差更适合需要无套利或预算

约束逐状态成立的问题。

20.11 本章小结

度量空间让我们讨论一般对象之间的距离；赋范空间在此基础上加入线性结构；函数

空间则把值函数、需求函数、价格函数和策略函数作为点来研究。点态收敛只逐点检查，一

致收敛用上确界范数统一控制所有状态。连续函数的一致极限仍连续，这是经济模型中保

持结构的重要工具。下一章将正式进入 Banach 与 Hilbert 空间，把完备赋范空间、线性算
子和投影方法系统化。

20.12 Exercises
习题 20.1. 定义度量空间。

习题 20.2. 验证通常距离 d(x, y) = |x− y| 是 R 上的度量。

习题 20.3. 定义开球 Bd(x, r)。

习题 20.4. 在离散度量下，求 Bd(x, 1/2) 和 Bd(x, 2)。

习题 20.5. 定义度量空间中的序列收敛。

习题 20.6. 定义 Cauchy 列。

习题 20.7. 证明收敛列一定是 Cauchy 列。

习题 20.8. 解释为什么 Q 在通常距离下不完备。

习题 20.9. 定义范数。

习题 20.10. 证明范数诱导的 d(x, y) = ‖x− y‖ 是度量。

习题 20.11. 计算 x = (2,−1, 2) 的 ‖x‖1、‖x‖2、‖x‖∞。

习题 20.12. 设 w = (0.2, 0.5, 0.3)、v = (0.3, 0.4, 0.3)。计算 ‖w − v‖1 和 ‖w − v‖∞。
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习题 20.13. 定义有界函数空间 B(S)。

习题 20.14. 定义上确界范数。

习题 20.15. 设 S = {a, b, c}，f = (1, 3, 2)、g = (2, 1, 2.5)。计算 ‖f − g‖∞。

习题 20.16. 说明上确界范数为什么适合控制最坏状态误差。

习题 20.17. 定义点态收敛。

习题 20.18. 定义一致收敛。

习题 20.19. 证明一致收敛蕴含点态收敛。

习题 20.20. 给出一个点态收敛但不一致收敛的函数列。

习题 20.21. 设 fn(x) = x/n 在 [0, 1] 上。证明 fn 一致收敛到 0。

习题 20.22. 定义 C(K)。

习题 20.23. 证明连续函数的一致极限仍连续。

习题 20.24. 解释为什么点态极限可能不保持连续性。

习题 20.25. 说明 C(K) 在上确界范数下闭合的含义。

习题 20.26. 定义 ℓp 空间。

习题 20.27. 判断序列 xi = 1/i 是否属于 ℓ∞ 和 ℓ1。

习题 20.28. 判断序列 xi = 1/i2 是否属于 ℓ1。

习题 20.29. 定义 Lp 空间的入口形式。

习题 20.30. 对 e(s) = s 和 s ∈ [0, 1]，计算 ‖e‖∞ 与 ‖e‖2。

习题 20.31. 陈述有限维范数等价命题。

习题 20.32. 证明 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞。

习题 20.33. 解释为什么无限维中范数选择会影响收敛概念。

习题 20.34. 说明值函数迭代为什么需要指定函数空间。

习题 20.35. 用一句话说明本章如何为动态规划做准备。



20.13 SOLUTIONS 271

20.13 Solutions
本章解答的主线是：先用度量定义收敛，再用范数产生度量，最后把函数放进带范数

的空间中比较。

解答 20.1. 度量空间是一个集合 X 和一个距离函数 d : X ×X → R 组成的二元组 (X, d)。

距离函数满足非负性、正定性、对称性和三角不等式。

解答 20.2. 对 d(x, y) = |x − y|，绝对值非负，且 |x − y| = 0 当且仅当 x = y。对称性由

|x− y| = |y − x| 得到。三角不等式为

|x− z| ≤ |x− y|+ |y − z|.

所以它是 R 上的度量。

解答 20.3. 开球定义为
Bd(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r},

其中 x 是中心，r > 0 是半径。

解答 20.4. 离散度量下，若 y 6= x，则 d(x, y) = 1。因此

Bd(x, 1/2) = {x}.

因为所有点到 x 的距离都小于 2，

Bd(x, 2) = X.

解答 20.5. 序列 (xn) 在度量空间中收敛到 x，是指

d(xn, x) → 0.

也就是任意小的半径最终都能包含所有后续项。

解答 20.6. (xn) 是 Cauchy 列，是指对任意 ε > 0，存在 N，使得 m,n ≥ N 时

d(xm, xn) < ε.

它描述序列后段内部越来越接近。

解答 20.7. 若 xn → x，给定 ε > 0，取 N 使 n ≥ N 时 d(xn, x) < ε/2。若 m,n ≥ N，则

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) < ε.

所以 (xn) 是 Cauchy 列。
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解答 20.8. 在 Q 中，可用有理数序列逼近
√
2，例如小数截断 1, 1.4, 1.41, . . .。该序列在通

常距离下是 Cauchy 列，但极限
√
2 /∈ Q。因此这个 Cauchy 列不在 Q 中收敛，Q 不完备。

解答 20.9. 范数是向量空间 V 上的函数 ‖ · ‖，满足正定性、齐次性和三角不等式：

‖x‖ = 0 ⇔ x = 0, ‖ax‖ = |a|‖x‖, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

解答 20.10. 令 d(x, y) = ‖x−y‖。正定性给出 d(x, y) ≥ 0，且 d(x, y) = 0当且仅当 x−y = 0，

即 x = y。齐次性给出

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖ − (y − x)‖ = ‖y − x‖ = d(y, x).

三角不等式给出

d(x, z) = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖.

所以 d 是度量。

解答 20.11. 对 x = (2,−1, 2)，

‖x‖1 = 2 + 1 + 2 = 5,

‖x‖2 =
√

22 + (−1)2 + 22 = 3,

‖x‖∞ = 2.

解答 20.12.
w − v = (−0.1, 0.1, 0).

因此

‖w − v‖1 = 0.1 + 0.1 + 0 = 0.2,

‖w − v‖∞ = 0.1.

解答 20.13. B(S) 是集合 S 上所有有界实值函数 f : S → R 组成的空间。有界的意思是
存在 M <∞，使得对所有 s ∈ S，|f(s)| ≤M。

解答 20.14. 对有界函数 f，上确界范数定义为

‖f‖∞ = sup
s∈S

|f(s)|.

它记录函数在整个定义域上的最大绝对规模。
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解答 20.15. 逐点差为
f − g = (−1, 2,−0.5).

所以

‖f − g‖∞ = max{1, 2, 0.5} = 2.

解答 20.16. 上确界范数取所有状态误差的最大值。如果 ‖f − g‖∞ ≤ ε，则每个状态 s 都

满足

|f(s)− g(s)| ≤ ε.

因此它适合要求预算约束、价值误差或价格误差逐状态受控的问题。

解答 20.17. 点态收敛是指对每个固定 s ∈ S，

fn(s) → f(s).

这里允许不同的 s 需要不同的收敛速度。

解答 20.18. 一致收敛是指

‖fn − f‖∞ = sup
s∈S

|fn(s)− f(s)| → 0.

它要求同一个误差界同时控制所有状态。

解答 20.19. 若 fn → f 一致收敛，则对任意固定 s，

|fn(s)− f(s)| ≤ sup
t∈S

|fn(t)− f(t)| = ‖fn − f‖∞ → 0.

所以 fn(s) → f(s)，即点态收敛。

解答 20.20. 在 [0, 1] 上令 fn(x) = xn。当 x < 1 时 fn(x) → 0，当 x = 1 时 fn(1) = 1。所

以点态极限在 1 处跳跃。收敛不是一致的，因为在靠近 1 的点上，xn 仍可接近 1。

解答 20.21. 对 x ∈ [0, 1]，

|fn(x)− 0| = x

n
≤ 1

n
.

所以

‖fn − 0‖∞ ≤ 1

n
→ 0.

因此 fn 一致收敛到 0。

解答 20.22. C(K) 是集合 K 上所有连续实值函数组成的空间。若 K 是价格区间、状态空

间或资本区间，则 C(K) 中的元素就是连续的规则函数。
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解答 20.23. 设 fn ∈ C(K) 且 fn → f 一致。固定 x 和 ε > 0。先取 N，使

|fN(y)− f(y)| < ε/3

对所有 y 成立。再由 fN 在 x 连续，取 δ，使 d(x, y) < δ 时

|fN(y)− fN(x)| < ε/3.

于是

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− fN(y)|+ |fN(y)− fN(x)|+ |fN(x)− f(x)| < ε.

所以 f 连续。

解答 20.24. 点态收敛只保证每个固定点上的函数值收敛，不保证收敛速度在整个定义域
上统一。例子 fn(x) = xn 的点态极限在 x = 1 处不连续，说明连续性不能只靠点态收敛传

递。

解答 20.25. C(K) 在上确界范数下闭合，意思是：若连续函数列 fn ∈ C(K) 在 ‖ · ‖∞ 下
收敛到某个有界函数 f，则 f 仍连续，因此仍属于 C(K)。

解答 20.26. 对 1 ≤ p <∞，

ℓp =

{
x = (xi) :

∞∑
i=1

|xi|p <∞

}
.

其范数为

‖x‖p =

(
∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

解答 20.27. 序列 xi = 1/i 有界，且最大值为 1，所以 x ∈ ℓ∞。但

∞∑
i=1

1

i

发散，所以 x /∈ ℓ1。

解答 20.28.
∞∑
i=1

1

i2

收敛，因此 xi = 1/i2 属于 ℓ1。
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解答 20.29. 给定测度空间 (S,A, µ)，Lp 的入口形式是满足∫
|f |p dµ <∞

的函数类，并配备

‖f‖p =
(∫

|f |p dµ
)1/p

.

严格处理中，几乎处处相等的函数视为同一个元素。

解答 20.30. 对 e(s) = s，

‖e‖∞ = sup
s∈[0,1]

s = 1.

同时

‖e‖2 =
(∫ 1

0

s2 ds

)1/2

=

(
1

3

)1/2

=
1√
3
.

解答 20.31. 有限维范数等价命题说：在 Rn 上，任意两个范数 ‖·‖a, ‖·‖b 都存在 m,M > 0，

使得

m‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤M‖x‖a

对所有 x ∈ Rn 成立。

解答 20.32. 因为

‖x‖22 =
n∑
i=1

x2i ≥ max
i
x2i = ‖x‖2∞,

所以 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2。另一方面，每个 x2i ≤ ‖x‖2∞，因此

‖x‖22 =
∑
i

x2i ≤ n‖x‖2∞.

取平方根得 ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞。

解答 20.33. 无限维中不存在统一的有限坐标数来控制所有方向。一个函数列可能在平均
意义下误差趋于零，但最大误差不趋于零；也可能逐点收敛但不一致收敛。因此范数选择

会真正改变收敛概念和极限可用性。

解答 20.34. 值函数迭代产生的是函数列。若不指定函数空间，就无法说明这些函数是否有
界、连续、是否收敛，以及极限是否仍是允许的值函数。指定函数空间和范数，是证明迭

代收敛的前提。

解答 20.35. 本章为动态规划提供了“值函数之间的距离”和“函数列收敛”的语言，后续
才能用完备空间与压缩映射证明 Bellman 迭代收敛。
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20.14 Computation Lab
本章计算实验不引入复杂代码，只说明如何把函数空间概念落到网格近似中。

Lab 1: 网格上的上确界误差

在状态网格

SN = {s1, . . . , sN}

上，两个函数近似 f, g 可表示为两个向量。上确界误差近似为

‖f − g‖∞,N = max
1≤i≤N

|f(si)− g(si)|.

用于检查值函数迭代时，每轮可记录

max
i

|Vk+1(si)− Vk(si)|.

Lab 2: 点态收敛和一致收敛的网格观察

对 fn(x) = xn，在固定网格上计算

max
i

|fn(si)− f(si)|.

如果网格不够密，可能误以为收敛很快；当网格点更靠近 1 时，最大误差会重新变大。这

说明数值网格可能掩盖非一致收敛。

Lab 3: 平均误差与最大误差

给定误差向量 ei = f(si)− g(si)，比较

max
i

|ei| 和

(
1

N

∑
i

e2i

)1/2

.

若误差集中在少数状态，均方误差可能较小，但上确界误差会提醒我们存在局部严重偏差。

Lab 4: 值函数迭代停止准则

在有限网格动态规划中，常用停止准则是

‖Vk+1 − Vk‖∞,N < ε.

这不是完整的无限维证明，但它对应本章的上确界范数直觉：当每个网格状态上的值函数

变化都很小时，迭代可以停止。
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21.1 从函数空间到算子方法

Ch19 说明了如何把函数作为空间中的点。本章进一步追问：如果空间里的点是函数，
那么经济模型中的方程往往就是对函数的操作。例如 Bellman 方程写作

V = TV,

资产定价可写作价格函数到现金流函数的线性映射，最小二乘可写作把随机变量投影到解

释变量张成的空间。为了让这些说法可证明，我们需要 Banach 空间、Hilbert 空间和线性
算子。

本章主线是：

完备赋范空间 −→线性算子 −→不动点 −→内积与投影 −→经济近似与资产定价.

21.2 Banach 空间
定义 21.1 (Banach 空间). 赋范空间 X 若在由范数诱导的度量

d(x, y) = ‖x− y‖

下完备，则称 X 是 Banach 空间。

完备性保证 Cauchy 列不会“逃出空间”。在动态规划中，值函数迭代产生函数列；若
所在空间是 Banach 空间，就有机会把 Cauchy 性转化为真实极限。

例 21.1 (B(S) 是 Banach 空间的直觉). 设 B(S) 是 S 上所有有界实值函数，范数为

‖f‖∞ = sup
s∈S

|f(s)|.

277
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若 (fn) 在上确界范数下是 Cauchy 列，则对每个 s，数列 (fn(s)) 在 R 中 Cauchy，因此
有极限 f(s)。上确界 Cauchy 性还能给出统一有界性和一致收敛，所以极限函数 f 仍有界，

且 ‖fn − f‖∞ → 0。因此 B(S) 是 Banach 空间。

例 21.2 (C(K) 的 Banach 空间角色). 若 K 是紧致度量空间，则 C(K) 配备上确界范数是

Banach 空间。直觉来自 Ch19：连续函数的一致极限仍连续，而上确界范数收敛正是一致
收敛。经济含义是，如果值函数迭代始终产生连续函数，并且在 sup norm 下收敛，那么极
限值函数仍连续。

例 21.3 (不完备空间带来的麻烦). 多项式空间 P [0, 1] 在上确界范数下不是完备的。Weier-
strass 逼近告诉我们，可以用多项式一致逼近许多连续非多项式函数，例如 ex。因此多项

式列可能在上确界范数下收敛到 ex，但 ex /∈ P [0, 1]。如果把近似值函数空间强行限定为多

项式，而不允许极限离开，就会失去完备性。

21.3 线性算子与有界性

定义 21.2 (线性算子). 设 X,Y 是向量空间。映射 T : X → Y 称为线性算子，如果对任意

x, z ∈ X 和标量 a, b，

T (ax+ bz) = aTx+ bTz.

定义 21.3 (有界线性算子). 设 X,Y 是赋范空间。线性算子 T : X → Y 称为有界，如果存

在常数 M <∞，使得对所有 x ∈ X，

‖Tx‖Y ≤M‖x‖X .

定义 21.4 (算子范数). 有界线性算子 T : X → Y 的算子范数定义为

‖T‖op = sup
∥x∥X≤1

‖Tx‖Y .

例 21.4 (矩阵是有限维线性算子). 矩阵 A ∈ Rm×n 定义线性算子 T (x) = Ax。若使用欧氏

范数，算子范数为

‖A‖op = sup
∥x∥2≤1

‖Ax‖2.

在有限维中，每个线性算子都是有界的。经济模型中的投入产出矩阵、Markov 转移矩阵和
线性近似系统都属于这一类。

例 21.5 (乘法算子). 在 B(S) 上，给定有界函数 m : S → R，定义

(Tf)(s) = m(s)f(s).
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则

‖Tf‖∞ = sup
s

|m(s)f(s)| ≤ ‖m‖∞‖f‖∞.

所以 T 是有界线性算子，且 ‖T‖op ≤ ‖m‖∞。在资产定价中，随机贴现因子乘以现金流就
是这类乘法结构的概率版本。

命题 21.1 (有界线性算子连续). 若 T : X → Y 是有界线性算子，则 T 连续。

证明. 若 ‖Tx‖Y ≤M‖x‖X，则对任意 x, z ∈ X，

‖Tx− Tz‖Y = ‖T (x− z)‖Y ≤M‖x− z‖X .

这说明 T 是 Lipschitz 连续，因此连续。

命题 21.2 (连续线性算子有界). 若线性算子 T : X → Y 在 0 处连续，则 T 有界。

证明. 由 0 处连续，存在 δ > 0，使得 ‖x‖X < δ 时

‖Tx‖Y < 1.

对任意 x 6= 0，令

z =
δ

2

x

‖x‖X
.

则 ‖z‖X = δ/2 < δ，所以 ‖Tz‖Y < 1。由线性性，

Tz =
δ

2‖x‖X
Tx.

因此

‖Tx‖Y <
2

δ
‖x‖X .

所以 T 有界。

例 21.6 (期望是有界线性泛函). 在概率空间上考虑 L∞，定义

φ(X) = EX.

线性性来自期望线性。并且

|φ(X)| = |EX| ≤ E|X| ≤ ‖X‖∞.

所以 φ 是有界线性泛函，算子范数不超过 1。这说明“取期望”是一个连续操作：若随机

变量在上确界范数下接近，期望也接近。
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命题 21.3 (算子范数是范数). 从 X 到 Y 的有界线性算子集合记为 L(X,Y )。若 Y 是赋

范空间，则 ‖ · ‖op 是 L(X,Y ) 上的范数。

证明. 非负性显然。若 ‖T‖op = 0，则所有 ‖x‖ ≤ 1 的 x 都有 Tx = 0，由线性性任意 x 也

有 Tx = 0。齐次性来自

‖aT‖op = sup
∥x∥≤1

‖aTx‖ = |a|‖T‖op.

三角不等式来自

‖(T + S)x‖ ≤ ‖Tx‖+ ‖Sx‖ ≤ (‖T‖op + ‖S‖op)‖x‖.

对 ‖x‖ ≤ 1 取上确界即可。

21.4 压缩映射与 Bellman 算子

定义 21.5 (压缩映射). 赋范空间 X 上的映射 T : X → X 是压缩映射，如果存在 β ∈ [0, 1)，

使得对所有 x, y ∈ X，

‖Tx− Ty‖ ≤ β‖x− y‖.

定理 21.1 (Banach 压缩映射定理). 若 X 是非空 Banach 空间，T : X → X 是压缩映射，

则 T 有唯一不动点 x∗，且从任意 x0 ∈ X 出发的迭代

xn+1 = Txn

收敛到 x∗。

证明. 证明思路如下。压缩性给出

‖xn+1 − xn‖ ≤ βn‖x1 − x0‖.

于是 (xn) 是 Cauchy 列。因为 X 完备，它收敛到某个 x∗ ∈ X。再由 T 连续，有

Tx∗ = T (limxn) = limTxn = limxn+1 = x∗.

若 x∗, y∗ 都是不动点，则

‖x∗ − y∗‖ = ‖Tx∗ − Ty∗‖ ≤ β‖x∗ − y∗‖.

由于 β < 1，只能有 x∗ = y∗。
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例 21.7 (Bellman 算子的压缩性). 设

(TV )(s) = max
a∈A(s)

{u(s, a) + βV (g(s, a))}, 0 < β < 1.

对任意两个有界值函数 V,W，最大值不等式给出

|(TV )(s)− (TW )(s)| ≤ β sup
s′

|V (s′)−W (s′)|.

因此

‖TV − TW‖∞ ≤ β‖V −W‖∞.

若 T 把 B(S) 映到自身，则 B(S) 的完备性和压缩映射定理保证唯一值函数存在，且值函

数迭代收敛。

例 21.8 (贴现因子为什么必须小于一). 若 β = 0.95，每轮 Bellman迭代误差至多乘以 0.95，

长期会下降到零。若 β = 1，上述不等式只能给出非扩张：

‖TV − TW‖∞ ≤ ‖V −W‖∞,

不再保证收敛。经济上，贴现让远期误差被折扣；数学上，贴现给出压缩常数。

21.5 Hilbert 空间与内积

定义 21.6 (内积空间). 实向量空间 H 上的函数 〈·, ·〉 : H ×H → R 称为内积，如果它对第
一个变量线性、对称，并且

〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.

内积诱导范数

‖x‖ =
√

〈x, x〉.

定义 21.7 (Hilbert 空间). 若内积空间在内积诱导的范数下完备，则称为 Hilbert 空间。

例 21.9 (Rn 是 Hilbert 空间). 在 Rn 上定义

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

诱导范数是欧氏范数。由于 Rn 完备，所以它是 Hilbert 空间。普通最小二乘的几何图像就
发生在这个空间中。



282 第二十一章 BANACH 与 HILBERT 空间中的经济分析

例 21.10 (L2 的内积). 在概率空间上，平方可积随机变量的空间 L2 配备内积

〈X,Y 〉 = E[XY ].

诱导范数为

‖X‖2 = (EX2)1/2.

若把随机变量看作向量，那么协方差、回归和投影都可以用内积语言表达。

定理 21.2 (Cauchy-Schwarz 不等式). 在内积空间中，

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

证明. 若 y = 0，结论显然。若 y 6= 0，对任意实数 t，

0 ≤ ‖x− ty‖2 = ‖x‖2 − 2t〈x, y〉+ t2‖y‖2.

这是关于 t 的二次函数，始终非负，所以判别式不大于零：

4〈x, y〉2 − 4‖x‖2‖y‖2 ≤ 0.

因此

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

例 21.11 (相关系数的界). 若 X,Y ∈ L2，则 Cauchy-Schwarz 给出

|E[XY ]| ≤ (EX2)1/2(EY 2)1/2.

对中心化变量应用该不等式可得相关系数绝对值不超过 1。因此相关系数的界不是统计巧

合，而是 Hilbert 空间几何的结果。

21.6 正交、投影与最小二乘

定义 21.8 (正交). 在内积空间中，若

〈x, y〉 = 0,

则称 x 与 y 正交，记为 x ⊥ y。
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定义 21.9 (投影). 设 M 是 Hilbert 空间 H 的闭线性子空间。若 m∗ ∈M 满足

‖x−m∗‖ ≤ ‖x−m‖, ∀m ∈M,

则称 m∗ 是 x 在 M 上的投影，记为 PMx。

命题 21.4 (投影的正规方程，有限维子空间). 设 M 是由 ϕ1, . . . , ϕk 张成的子空间。若

m∗ =
k∑
j=1

ajϕj

最小化 ‖x−m‖2，则残差 r = x−m∗ 满足

〈r, ϕj〉 = 0, j = 1, . . . , k.

证明. 考虑任意方向 ϕj 和实数 t。由于 m∗ 最优，函数

q(t) = ‖x− (m∗ + tϕj)‖2 = ‖r − tϕj‖2

在 t = 0 处最小。展开：

q(t) = ‖r‖2 − 2t〈r, ϕj〉+ t2‖ϕj‖2.

一阶条件 q′(0) = 0 给出

〈r, ϕj〉 = 0.

例 21.12 (普通最小二乘是投影). 在线性回归中，因变量向量 y ∈ Rn，解释变量矩阵的列

张成子空间 M。OLS 拟合值 ŷ = Xβ̂ 是 y 在 M 上的投影。残差 e = y − ŷ 与每个解释变

量列正交：

X ′e = 0.

这就是正规方程 X ′(y −Xβ̂) = 0 的几何含义。

例 21.13 (条件期望作为投影的入口). 若 Y ∈ L2，给定信息 G，条件期望 E[Y | G] 可以理
解为把 Y 投影到所有 G-可测平方可积随机变量组成的闭子空间上。残差

Y − E[Y | G]

与所有 G-可测平方可积变量正交。这为资产定价中的预测误差和鞅差分提供了几何语言。
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21.7 连续线性泛函与 Riesz 表示
定义 21.10 (连续对偶空间). 赋范空间 X 上所有连续线性泛函组成的空间称为连续对偶空

间，记为 X∗。

例 21.14 (价格作为线性泛函). 设 c 是状态依赖现金流，价格规则 p(c) 若满足

p(ac1 + bc2) = ap(c1) + bp(c2),

则它是线性泛函。若还存在常数 M，使

|p(c)| ≤M‖c‖,

则价格对现金流的小扰动连续。无套利资产定价会把价格泛函和随机贴现因子联系起来。

定理 21.3 (Riesz 表示，Hilbert 空间入口). 在 Hilbert 空间 H 中，每个连续线性泛函 ℓ 都

可以由某个 h ∈ H 表示为

ℓ(x) = 〈x, h〉.

本章只使用这个定理的几何含义，完整证明留到更高阶泛函分析。

例 21.15 (有限维 Riesz 表示). 在 Rn 中，任何线性泛函都可写作

ℓ(x) = a1x1 + · · ·+ anxn = 〈x, a〉

其中 a = (a1, . . . , an)。所以“线性价格规则”可以表示为与某个价格向量取内积。Hilbert
空间的 Riesz 表示是这个事实的无限维版本。

例 21.16 (随机贴现因子作为表示向量). 在 L2 中，若价格泛函满足

p(X) = E[MX]

其中 M ∈ L2，则 M 就是表示价格泛函的元素。金融中称 M 为随机贴现因子或定价核。

这个表达式把抽象价格泛函变成可解释的随机变量。

21.8 本章小结

Banach空间给函数迭代提供完备场所，线性算子和算子范数让我们讨论经济映射的稳
定性，压缩映射定理解释了许多递归模型的唯一解与迭代收敛。Hilbert空间加入内积结构，
使正交、投影、最小二乘和条件期望都能用统一几何语言表达。下一章将把这些空间工具

用于概率测度、弱收敛和分布型状态变量。
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21.9 Exercises
习题 21.1. 定义 Banach 空间。

习题 21.2. 解释完备性在值函数迭代中的作用。

习题 21.3. 说明为什么 B(S) 配备上确界范数是 Banach 空间。

习题 21.4. 说明为什么 C(K) 在上确界范数下适合作为连续值函数空间。

习题 21.5. 给出一个不完备函数空间的例子。

习题 21.6. 定义线性算子。

习题 21.7. 定义有界线性算子。

习题 21.8. 定义算子范数。

习题 21.9. 证明有界线性算子连续。

习题 21.10. 证明在 0 处连续的线性算子有界。

习题 21.11. 设 T (x) = 2x 是 R 上的算子。计算 ‖T‖op。

习题 21.12. 设 T (f) = mf，其中 m ∈ B(S)。证明 T 是有界线性算子。

习题 21.13. 证明期望泛函 φ(X) = EX 在 L∞ 上有界。

习题 21.14. 说明算子范数三角不等式。

习题 21.15. 定义压缩映射。

习题 21.16. 陈述 Banach 压缩映射定理。

习题 21.17. 解释 Bellman 算子为何常在 sup norm 下成为压缩映射。

习题 21.18. 若压缩常数为 β = 0.9，初始误差为 10，给出第 n 轮误差上界。

习题 21.19. 定义内积空间。

习题 21.20. 定义 Hilbert 空间。

习题 21.21. 说明 Rn 如何成为 Hilbert 空间。

习题 21.22. 说明 L2 中的内积形式。
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习题 21.23. 证明 Cauchy-Schwarz 不等式。

习题 21.24. 用 Cauchy-Schwarz 证明相关系数绝对值不超过 1。

习题 21.25. 定义正交。

习题 21.26. 定义投影。

习题 21.27. 推导投影的正规方程。

习题 21.28. 说明普通最小二乘如何解释为投影。

习题 21.29. 解释 OLS 残差与解释变量正交的含义。

习题 21.30. 说明条件期望作为投影的直觉。

习题 21.31. 定义连续对偶空间。

习题 21.32. 解释价格泛函为什么应当线性。

习题 21.33. 陈述 Hilbert 空间 Riesz 表示定理的入口形式。

习题 21.34. 在 Rn 中表示线性泛函 ℓ(x) = a1x1 + · · ·+ anxn。

习题 21.35. 解释随机贴现因子如何表示资产价格泛函。

21.10 Solutions
本章解答的核心是分清三层结构：Banach空间提供完备范数，线性算子描述经济映射，

Hilbert 空间再加入内积和投影。

解答 21.1. Banach空间是完备的赋范空间。也就是说，空间中每个关于范数距离的 Cauchy
列都收敛到空间内部的某个元素。

解答 21.2. 值函数迭代产生一列函数 V0, V1, . . .。若能证明它是 Cauchy 列，完备性保证存
在某个函数 V 属于同一空间并作为极限。没有完备性，迭代可能趋向空间外的对象。

解答 21.3. 若 (fn)在 ‖·‖∞ 下是 Cauchy列，则对每个 s，(fn(s))是实数 Cauchy列，因而收
敛。定义 f(s) = limn fn(s)。上确界 Cauchy性给出一致控制，推出 f 有界且 ‖fn−f‖∞ → 0。

所以 B(S) 完备。

解答 21.4. 连续值函数常来自连续状态和连续回报。若 C(K) 配备上确界范数，收敛就是

一致收敛；连续函数的一致极限仍连续。因此迭代极限仍保留连续性，适合作为连续值函

数空间。
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解答 21.5. 多项式空间 P [0, 1]在上确界范数下不完备。多项式列可以一致收敛到非多项式

连续函数，例如 ex，而极限不属于多项式空间。

解答 21.6. 线性算子 T : X → Y 满足

T (ax+ bz) = aTx+ bTz

对所有 x, z 和标量 a, b 成立。

解答 21.7. 有界线性算子是线性算子 T : X → Y，并且存在 M <∞，使得

‖Tx‖Y ≤M‖x‖X

对所有 x ∈ X 成立。

解答 21.8. 算子范数定义为
‖T‖op = sup

∥x∥X≤1

‖Tx‖Y .

它衡量 T 最多能把单位球中的向量放大多少。

解答 21.9. 若 ‖Tx‖Y ≤M‖x‖X，则

‖Tx− Tz‖Y = ‖T (x− z)‖Y ≤M‖x− z‖X .

这说明 T 是 Lipschitz 连续，因此连续。

解答 21.10. 若 T 在 0 处连续，存在 δ > 0，使 ‖x‖ < δ 时 ‖Tx‖ < 1。对 x 6= 0，令

z =
δ

2

x

‖x‖
.

则 ‖z‖ < δ，所以 ‖Tz‖ < 1。由线性性，

δ

2‖x‖
‖Tx‖ < 1,

故

‖Tx‖ < 2

δ
‖x‖.

所以 T 有界。

解答 21.11. 在 R 上，
‖T‖op = sup

|x|≤1

|2x| = 2.
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解答 21.12. 线性性由

T (af + bg) = m(af + bg) = amf + bmg = aTf + bTg

得到。有界性由

‖Tf‖∞ = sup
s

|m(s)f(s)| ≤ ‖m‖∞‖f‖∞

得到。

解答 21.13. 对 X ∈ L∞，

|φ(X)| = |EX| ≤ E|X| ≤ ‖X‖∞.

因此 φ 有界，且 ‖φ‖op ≤ 1。

解答 21.14. 对有界线性算子 T, S，若 ‖x‖ ≤ 1，则

‖(T + S)x‖ ≤ ‖Tx‖+ ‖Sx‖ ≤ ‖T‖op + ‖S‖op.

对单位球取上确界得到

‖T + S‖op ≤ ‖T‖op + ‖S‖op.

解答 21.15. 压缩映射是满足

‖Tx− Ty‖ ≤ β‖x− y‖, 0 ≤ β < 1

的映射。关键是常数严格小于 1。

解答 21.16. Banach 压缩映射定理说：若 X 是非空 Banach 空间，T : X → X 是压缩映

射，则 T 有唯一不动点，并且从任意初始点出发的迭代 xn+1 = Txn 都收敛到该不动点。

解答 21.17. Bellman 算子通常有形式

(TV )(s) = max
a

{u(s, a) + βV (g(s, a))}.

两个值函数 V,W 的差只通过未来项进入，并被贴现因子 β < 1 缩小。因此

‖TV − TW‖∞ ≤ β‖V −W‖∞.

解答 21.18. 误差上界按压缩常数几何下降：

en ≤ 0.9n · 10.

这说明误差每轮最多保留上一轮的 90%。
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解答 21.19. 内积空间是在向量空间上配备内积 〈·, ·〉 的空间。内积满足线性、对称和正定，
并诱导范数

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

解答 21.20. Hilbert空间是完备的内积空间。也就是内积诱导的范数使该空间成为 Banach
空间。

解答 21.21. Rn 上定义

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

它诱导欧氏范数。由于 Rn 在欧氏范数下完备，所以 Rn 是 Hilbert 空间。

解答 21.22. 在 L2 中，内积为

〈X,Y 〉 = E[XY ],

对应范数为

‖X‖2 = (EX2)1/2.

解答 21.23. 若 y = 0 结论显然。若 y 6= 0，对任意 t，

0 ≤ ‖x− ty‖2 = ‖x‖2 − 2t〈x, y〉+ t2‖y‖2.

该二次式对所有 t 非负，判别式不大于零：

〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2‖y‖2.

取平方根得到 Cauchy-Schwarz 不等式。

解答 21.24. 令 X̃ = X − EX、Ỹ = Y − EY。相关系数为

ρ =
E[X̃Ỹ ]

(EX̃2)1/2(EỸ 2)1/2
.

由 Cauchy-Schwarz，
|E[X̃Ỹ ]| ≤ (EX̃2)1/2(EỸ 2)1/2.

所以 |ρ| ≤ 1。

解答 21.25. 若
〈x, y〉 = 0,

则称 x 与 y 正交，记为 x ⊥ y。
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解答 21.26. 给定闭线性子空间 M，若 m∗ ∈M 使

‖x−m∗‖ ≤ ‖x−m‖, ∀m ∈M,

则 m∗ 是 x 在 M 上的投影。

解答 21.27. 设 m∗ 最小化 ‖x−m‖2，且 M 由 ϕj 张成。令残差 r = x−m∗。对任意 j，函

数

q(t) = ‖r − tϕj‖2

在 t = 0 处最小。展开得

q(t) = ‖r‖2 − 2t〈r, ϕj〉+ t2‖ϕj‖2.

一阶条件给出

〈r, ϕj〉 = 0.

解答 21.28. OLS 中，解释变量矩阵的列张成一个子空间 M。拟合值 ŷ = Xβ̂ 是 y 到 M

的最近点，即投影。最小化残差平方和就是最小化 ‖y −m‖2。

解答 21.29. OLS残差 e = y−Xβ̂ 与每个解释变量列正交，表示解释变量张成的空间已经

提取了 y 在该方向上的所有线性可预测部分。剩余误差与这些方向没有线性相关。

解答 21.30. 在 L2 中，给定信息 G，E[Y | G] 是 Y 在 G-可测平方可积变量子空间上的投
影。残差与所有 G-可测平方可积变量正交。

解答 21.31. 连续对偶空间 X∗ 是赋范空间 X 上所有连续线性泛函组成的空间。

解答 21.32. 若现金流可以组合，价格规则应满足可加性和齐次性：

p(ac1 + bc2) = ap(c1) + bp(c2).

否则同一现金流组合可能有不同价格，容易产生套利或内部不一致。

解答 21.33. Hilbert 空间中的 Riesz 表示定理入口形式是：每个连续线性泛函 ℓ 都可由某

个 h ∈ H 表示为

ℓ(x) = 〈x, h〉.

解答 21.34. 令 a = (a1, . . . , an)，则

ℓ(x) = a1x1 + · · ·+ anxn = 〈x, a〉.

这就是有限维 Riesz 表示。

解答 21.35. 若价格泛函可写成
p(X) = E[MX],

则随机变量 M 表示该线性泛函。金融中 M 被称为随机贴现因子或定价核，它把每个状态

的现金流转换为当前价格。
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21.11 Computation Lab

本章计算实验关注三个对象：算子范数、压缩映射误差和 Hilbert 空间投影。

Lab 1: 有限维算子范数

若算子由矩阵 A 表示，并使用欧氏范数，则

‖A‖op = sup
∥x∥2≤1

‖Ax‖2.

数值上可以用单位向量网格近似，也可以用最大奇异值计算。对 Markov 转移矩阵、投入
产出矩阵和线性化系统，这个数描述最大放大倍数。

Lab 2: Bellman 压缩诊断

在网格上迭代值函数 Vk+1 = TVk，记录

ek = ‖Vk+1 − Vk‖∞,N .

若理论压缩常数是 β，通常应观察到

ek+1 ≲ βek.

这不是证明，但可作为计算实现的健康检查。

Lab 3: 最小二乘投影

给定矩阵 X 和向量 y，OLS 解满足

X ′(y −Xβ̂) = 0.

计算后应检查残差 e = y − Xβ̂ 是否满足 X ′e 接近零。这个检查对应 Hilbert 空间投影的
正交条件。

Lab 4: 值函数的基函数投影

用基函数 ϕ1, . . . , ϕk 近似值函数：

V (s) ≈
k∑
j=1

ajϕj(s).
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投影法选择系数 aj，使残差与每个基函数近似正交：

〈V −
∑
j

ajϕj, ϕi〉 ≈ 0.

这为后续动态规划中的 Galerkin 和最小二乘近似提供入口。



第二十二章 概率测度、弱收敛与分布型

状态变量

22.1 分布也是状态

前面几章把随机变量、效用函数、值函数和线性算子放入统一的分析语言。本章再向

前一步：很多经济模型的状态不是一个个体变量，而是一整个分布。例如，异质性主体模

型中，资本、收入和资产的横截面分布会影响价格和政策函数；资产定价中，未来状态的

概率分布影响当前价格；Markov 模型中，今天的分布经过转移规则变成明天的分布。
本章主线是：

概率测度 −→弱收敛 −→分布距离 −→经验分布 −→分布动态.

22.2 概率测度空间

定义 22.1 (概率测度空间). 给定可测空间 (S,S)，记

P(S) = {µ : µ 是(S,S) 上的概率测度}.

P(S) 的元素不是点，而是分布。

若 S 是个体资产水平集合，则 µ ∈ P(S) 描述经济中个体资产的横截面分布。若 S 是

未来状态集合，则 µ 描述不确定性的概率权重。

例 22.1 (有限状态上的概率测度). 设 S = {s1, s2, s3}。任意概率测度 µ ∈ P(S) 可以写成

向量

µ = (µ1, µ2, µ3), µi ≥ 0,
3∑
i=1

µi = 1.

例如 (0.2, 0.5, 0.3) 表示状态 s2 的概率最高。在有限状态模型中，概率测度空间就是单纯

形。

293
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例 22.2 (资产分布作为概率测度). 设 S = [0,∞) 表示家庭资产。若 µ([0, 1]) = 0.4，表示

40% 家庭资产不超过 1。若 µ([10,∞)) = 0.1，表示 10% 家庭资产至少为 10。这里 µ 不是

某个家庭的状态，而是整个经济的横截面状态。

22.3 推前测度

定义 22.2 (推前测度). 设 T : S → R 是可测映射，µ ∈ P(S)。定义 R 上的测度 T#µ 为

(T#µ)(A) = µ(T−1(A)).

称 T#µ 是 µ 在 T 下的推前测度。

命题 22.1 (推前保持概率测度). 若 µ ∈ P(S)，且 T : S → R 可测，则 T#µ ∈ P(R)。

证明. 因为 T−1(∅) = ∅，所以 (T#µ)(∅) = 0。若 (An) 两两不交，则 T−1(An) 也两两不交，

故

(T#µ)

(⋃
n

An

)
= µ

(
T−1

(⋃
n

An

))
=
∑
n

µ(T−1(An)).

最后，

(T#µ)(R) = µ(T−1(R)) = µ(S) = 1.

所以 T#µ 是概率测度。

例 22.3 (随机变量的分布是推前测度). 若随机变量 X : Ω → R，则 X 的分布为

PX = X#P.

对任意 Borel 集 A，

PX(A) = P(X ∈ A).

这把 Ch17 的“随机变量分布”统一到推前测度语言中。

例 22.4 (政策函数推动资产分布). 设家庭资产今天为 a，政策函数给出明天资产

a′ = g(a).

如果今天资产分布为 µ，则明天资产分布为

g#µ.

例如 g(a) = 0.9a+ 1 会把所有家庭资产向 1 附近拉动，并按映射 g 改变整个分布。
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22.4 弱收敛

定义 22.3 (有界连续测试函数). 设 S 是度量空间。记 Cb(S) 为 S 上所有有界连续实值函

数的集合。

定义 22.4 (弱收敛). 概率测度列 (µn) 弱收敛到 µ，记为

µn ⇒ µ,

如果对任意 f ∈ Cb(S)，都有 ∫
f dµn →

∫
f dµ.

弱收敛说的是：所有有界连续观察指标的平均值都收敛。它比“每个集合的概率都收

敛”更弱，也更适合连续状态，因为集合边界附近的微小移动不应造成不连续判断。

例 22.5 (点质量弱收敛). 令 µn = δ1/n，µ = δ0。对任意 f ∈ Cb(R)，∫
f dµn = f(1/n) → f(0) =

∫
f dµ.

因此

δ1/n ⇒ δ0.

虽然每个测度都把全部质量放在不同点上，但这些点趋近于 0，所以从连续测试函数角度

看，分布收敛。

例 22.6 (弱收敛不要求单点概率收敛到同一集合值). 仍令 µn = δ1/n、µ = δ0。集合 A = {0}
上，

µn(A) = 0, µ(A) = 1.

所以弱收敛不意味着每个集合的概率都收敛。问题出在 A 的边界含有极限质量点，指标函

数 1A 不是连续测试函数。

例 22.7 (有限状态下弱收敛就是坐标收敛). 若 S = {s1, . . . , sk} 配备离散拓扑，则每个函
数都是连续有界函数。概率测度 µn 弱收敛到 µ，等价于

µn({si}) → µ({si}), i = 1, . . . , k.

所以在有限状态 Markov 模型中，分布收敛就是概率向量逐坐标收敛。

命题 22.2 (有限状态弱收敛判据). 在有限状态空间 S = {s1, . . . , sk} 上，

µn ⇒ µ

当且仅当对每个 i，

µn({si}) → µ({si}).
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证明. 若弱收敛成立，由于 1{si} 在有限离散空间上连续有界，得

µn({si}) =
∫

1{si} dµn →
∫

1{si} dµ = µ({si}).

反过来，任意函数 f : S → R 都可写为∫
f dµn =

k∑
i=1

f(si)µn({si}).

坐标概率收敛推出右边收敛到
∑

i f(si)µ({si})，即弱收敛。

22.5 实线上的分布函数判据

定义 22.5 (分布函数). 实线上概率测度 µ 的分布函数定义为

Fµ(x) = µ((−∞, x]).

定理 22.1 (实线上的弱收敛判据). 设 µn, µ ∈ P(R)。则

µn ⇒ µ

当且仅当在 Fµ 的每个连续点 x 上，

Fµn(x) → Fµ(x).

本章不证明完整定理。直觉是：实线上的分布函数记录了所有左侧区间的概率，而连

续点排除了极限测度在边界点上放置质量造成的跳跃问题。

例 22.8 (常数列的分布函数收敛). 令 µn = δ1/n，µ = δ0。对 x < 0，Fµn(x) = 0且 Fµ(x) = 0。

对 x > 0，当 n 足够大时 1/n ≤ x，所以 Fµn(x) = 1 = Fµ(x)。在 x = 0 处，Fµ 跳跃，不

要求收敛。因此 µn ⇒ µ。

例 22.9 (质量逃向无穷远不弱收敛到概率测度). 令 µn = δn。对任意固定 x，当 n > x 时

Fµn(x) = 0.

如果存在弱极限 µ，则应有 Fµ(x) = 0 在所有连续点成立。这意味着 µ 在任意有限区间左

侧都没有质量，无法成为 R 上概率测度。概率质量逃向无穷远，所以没有弱收敛到某个概
率测度。
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22.6 紧性

定义 22.6 (紧性). 概率测度族M ⊂ P(S)称为紧的，如果对任意 ε > 0，存在紧集 K ⊂ S，

使得对所有 µ ∈ M，
µ(K) ≥ 1− ε.

紧性表达“质量不逃向无穷远”。在实线上，它通常对应尾部概率可以被统一控制。

例 22.10 (有统一有界支撑的测度族是紧的). 若所有 µ ∈ M 都满足

µ([−M,M ]) = 1

对同一个 M 成立，则M紧。因为给定任意 ε > 0，取紧集 K = [−M,M ]，有 µ(K) = 1 ≥
1− ε。

例 22.11 (逃向无穷远违反紧性). 族 {δn : n ≥ 1} 在 R 上不紧。任意紧集 K ⊂ R 都有上
界，存在 n 足够大使 n /∈ K，于是

δn(K) = 0.

无法用同一个紧集捕捉所有测度的大部分质量。

22.7 分布距离

定义 22.7 (总变差距离). 两个概率测度 µ, ν 的总变差距离定义为

dTV(µ, ν) = sup
A

|µ(A)− ν(A)|.

命题 22.3 (总变差控制有界测试函数误差). 若 |f | ≤M，则∣∣∣∣∫ f dµ−
∫
f dν

∣∣∣∣ ≤ 2MdTV(µ, ν).

证明. 令 λ = µ − ν 为符号测度。总变差距离控制集合概率差。对简单函数先由分层集合

表示得到积分差界，再由有界可测函数的简单函数逼近得到结论。有限状态下更直接：若

S 有限，则 ∣∣∣∣∣∑
s

f(s)(µs − νs)

∣∣∣∣∣ ≤M
∑
s

|µs − νs| = 2MdTV(µ, ν).
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例 22.12 (有限状态的总变差距离). 设

µ = (0.2, 0.5, 0.3), ν = (0.1, 0.7, 0.2).

有限状态下

dTV(µ, ν) =
1

2

∑
i

|µi − νi| =
1

2
(0.1 + 0.2 + 0.1) = 0.2.

这表示两个分布在最能区分它们的事件上，概率差最大为 0.2。

定义 22.8 (Wasserstein-1 距离入口). 在实线上，若 µ, ν 有有限一阶矩，Wasserstein-1 距
离可直观理解为把 µ 的质量搬运成 ν 所需的最小平均距离，记为

W1(µ, ν).

例 22.13 (两个点质量的 Wasserstein 距离). 在 R 上，

W1(δa, δb) = |a− b|.

例如 δ1/n 到 δ0 的 W1 距离为 1/n，趋于 0。这和弱收敛一致，并额外量化了质量移动距离。

22.8 经验分布

定义 22.9 (经验分布). 给定样本或模拟个体状态 x1, . . . , xN ∈ S，经验分布定义为

µ̂N =
1

N

N∑
i=1

δxi .

命题 22.4 (经验分布的积分是样本平均). 对任意函数 f : S → R，只要右边有意义，∫
f dµ̂N =

1

N

N∑
i=1

f(xi).

证明. 由经验分布定义和积分对测度的线性性，∫
f dµ̂N =

∫
f d

(
1

N

∑
i

δxi

)
=

1

N

∑
i

∫
f dδxi =

1

N

∑
i

f(xi).

例 22.14 (经验资产分布). 有 5 个家庭资产为

0, 1, 1, 3, 5.
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经验分布为

µ̂5 =
1

5
δ0 +

2

5
δ1 +

1

5
δ3 +

1

5
δ5.

平均资产可写为 ∫
a dµ̂5(a) =

0 + 1 + 1 + 3 + 5

5
= 2.

例 22.15 (用经验分布近似横截面状态). 在异质性主体模拟中，模型真实状态可能是连续
资产分布 µ。计算机中常用 N 个模拟个体的经验分布 µ̂N 近似 µ。价格、总资本和政策规

则都可以写成对 µ̂N 的函数。例如总资本近似为

KN =

∫
a dµ̂N(a).

22.9 Markov 核与分布演化

定义 22.10 (Markov 核). 从 S 到 S 的 Markov 核是函数 Q : S × S → [0, 1]，使得对每个

s，Q(s, ·) 是概率测度；对每个 A ∈ S，Q(·, A) 是可测函数。

定义 22.11 (分布更新). 给定 µ ∈ P(S) 和 Markov 核 Q，定义

(µQ)(A) =

∫
Q(s, A) dµ(s).

命题 22.5 (Markov 核推动概率测度). 若 µ ∈ P(S)，则 µQ ∈ P(S)。

证明. 非负性来自 Q(s, A) ≥ 0。有

(µQ)(S) =

∫
Q(s, S) dµ(s) =

∫
1 dµ = 1.

若 (An) 两两不交，则对每个 s，

Q

(
s,
⋃
n

An

)
=
∑
n

Q(s, An).

由非负函数的单调收敛定理，

(µQ)

(⋃
n

An

)
=

∫ ∑
n

Q(s, An) dµ(s) =
∑
n

∫
Q(s, An) dµ(s).

所以 µQ 是概率测度。
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例 22.16 (有限状态 Markov 链的分布更新). 设状态 S = {1, 2}，转移矩阵为

Q =

(
0.9 0.1

0.4 0.6

)
.

若今天分布是 µ = (0.5, 0.5)，则明天分布为

µQ = (0.5 · 0.9 + 0.5 · 0.4, 0.5 · 0.1 + 0.5 · 0.6) = (0.65, 0.35).

这就是分布动态的最简单形式。

例 22.17 (个体政策和冲击共同推动分布). 设个体状态为资产 a，明天资产由

a′ = g(a, ε)

决定，其中 ε 是冲击。给定 a，a′ 的条件分布定义 Markov 核

Q(a,A) = P(g(a, ε) ∈ A).

若今天资产分布为 µ，明天分布就是 µQ。这正是异质性主体模型里“分布状态转移”的核

心结构。

22.10 分布型状态变量

在递归经济中，状态变量通常写成 s。若经济包含大量异质个体，单个代表性状态不

够，状态可能变成

(z, µ),

其中 z 是 aggregate shock，µ 是个体状态的横截面分布。均衡对象可能包括价格函数

p = p(z, µ),

政策函数

g = g(a, z, µ),

以及分布更新

µ′ = Φ(z, µ).

例 22.18 (总资本是分布的函数). 若 µ 是资产分布，总资本为

K(µ) =

∫
a dµ(a).

两个分布可能有相同平均资本但不同不平等程度；若模型价格只依赖总资本，状态可压缩

为 K。若借贷约束或异质风险重要，整个 µ 可能都影响均衡。
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例 22.19 (分布状态下的递归映射). 设 aggregate state为 z，横截面分布为 µ。给定价格规

则和个体政策，下一期分布可写成

µ′ = Φ(z, µ).

递归均衡要求个体政策最优、价格市场出清，并且 Φ与个体决策诱导的实际分布转移一致。

数学上，这把均衡问题从有限维不动点推进到分布空间上的不动点或递归系统。

22.11 本章小结

概率测度可以作为经济状态。推前测度描述确定映射如何推动分布，Markov核描述随
机转移如何推动分布。弱收敛用有界连续测试函数比较分布，是连续状态模型中最常用的

收敛语言之一。总变差和 Wasserstein 距离提供不同强度的分布距离。经验分布把模拟个
体转化为可计算的概率测度。下一章将处理可测对应、选择和无限商品经济，为分布状态

下的可测政策和均衡构造继续铺路。

22.12 Exercises
习题 22.1. 定义 P(S)。

习题 22.2. 在有限状态 S = {1, 2, 3} 上，说明概率测度如何表示为向量。

习题 22.3. 解释为什么横截面资产分布可以看作概率测度。

习题 22.4. 定义推前测度。

习题 22.5. 证明推前测度保持概率测度。

习题 22.6. 说明随机变量的分布如何表示为推前测度。

习题 22.7. 若 g(a) = 2a，且 µ = δ3，求 g#µ。

习题 22.8. 定义 Cb(S)。

习题 22.9. 定义弱收敛 µn ⇒ µ。

习题 22.10. 证明 δ1/n ⇒ δ0。

习题 22.11. 说明弱收敛为什么不要求每个集合的概率都收敛。

习题 22.12. 证明有限状态空间中弱收敛等价于坐标概率收敛。
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习题 22.13. 定义实线上概率测度的分布函数。

习题 22.14. 陈述实线上弱收敛的分布函数判据。

习题 22.15. 用分布函数解释 δ1/n ⇒ δ0。

习题 22.16. 解释为什么 δn 不弱收敛到 R 上的概率测度。

习题 22.17. 定义紧性。

习题 22.18. 证明有共同紧支撑的概率测度族是紧的。

习题 22.19. 说明 {δn : n ≥ 1} 不紧。

习题 22.20. 定义总变差距离。

习题 22.21. 在有限状态下计算 µ = (0.4, 0.6)、ν = (0.7, 0.3) 的总变差距离。

习题 22.22. 说明总变差距离如何控制有界函数积分误差。

习题 22.23. 给出 W1(δa, δb)。

习题 22.24. 比较总变差距离和 Wasserstein 距离的直觉差异。

习题 22.25. 定义经验分布。

习题 22.26. 证明经验分布下的积分等于样本平均。

习题 22.27. 样本为 1, 2, 2, 5。写出经验分布并计算样本平均。

习题 22.28. 解释经验分布如何用于模拟异质性主体模型。

习题 22.29. 定义 Markov 核。

习题 22.30. 定义 µQ。

习题 22.31. 证明 Markov 核把概率测度映为概率测度。

习题 22.32. 给定

Q =

(
0.8 0.2

0.3 0.7

)
, µ = (0.25, 0.75),

计算 µQ。

习题 22.33. 解释个体政策和冲击如何诱导 Markov 核。

习题 22.34. 说明分布型状态变量 (z, µ) 的经济含义。

习题 22.35. 用一句话说明本章如何为递归竞争均衡做准备。
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22.13 Solutions

本章解答的核心是：把分布当作对象，比较分布的收敛，并理解分布如何在经济模型

中随时间更新。

解答 22.1. P(S) 表示可测空间 S 上所有概率测度组成的集合：

P(S) = {µ : µ(S) = 1, µ 是测度}.

解答 22.2. 在 S = {1, 2, 3} 上，概率测度可表示为向量

µ = (µ1, µ2, µ3),

其中 µi = µ({i})，并满足 µi ≥ 0、
∑

i µi = 1。

解答 22.3. 横截面资产分布给出任意资产集合中家庭的比例。例如 µ([0, 1]) = 0.4表示 40%
家庭资产在 [0, 1]。这种“集合到比例”的规则正是概率测度。

解答 22.4. 若 T : S → R 可测，µ ∈ P(S)，推前测度 T#µ 定义为

(T#µ)(A) = µ(T−1(A)).

解答 22.5. 有
(T#µ)(R) = µ(T−1(R)) = µ(S) = 1.

若 An 两两不交，则 T−1(An) 两两不交，且

T−1

(⋃
n

An

)
=
⋃
n

T−1(An).

由 µ 的可列可加性，T#µ 也是概率测度。

解答 22.6. 随机变量 X : Ω → R 的分布是

PX = X#P.

也就是对任意 Borel 集 A，

PX(A) = P(X ∈ A).

解答 22.7. 若 µ = δ3，且 g(a) = 2a，则全部质量从 3 被映到 6。因此

g#µ = δ6.
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解答 22.8. Cb(S) 是 S 上所有有界连续实值函数的集合。它们是弱收敛中用来观察概率测

度的测试函数。

解答 22.9. µn ⇒ µ 是指对任意 f ∈ Cb(S)，∫
f dµn →

∫
f dµ.

解答 22.10. 对任意 f ∈ Cb(R)， ∫
f dδ1/n = f(1/n).

由于 f 连续，

f(1/n) → f(0) =

∫
f dδ0.

所以 δ1/n ⇒ δ0。

解答 22.11. 弱收敛只检查有界连续函数的积分，不检查所有集合指标函数。例子中 δ1/n ⇒
δ0，但对集合 {0}，有 δ1/n({0}) = 0、δ0({0}) = 1。指标函数在边界处不连续。

解答 22.12. 若弱收敛成立，取测试函数 1{si}，有限离散空间中它连续有界，得坐标概率

收敛。反过来，任意 f 都满足∫
f dµn =

∑
i

f(si)µn({si}),

坐标概率收敛推出积分收敛。因此二者等价。

解答 22.13. 实线上概率测度 µ 的分布函数为

Fµ(x) = µ((−∞, x]).

解答 22.14. 实线上，µn ⇒ µ 当且仅当在 Fµ 的每个连续点 x 上，

Fµn(x) → Fµ(x).

解答 22.15. 对 µn = δ1/n、µ = δ0，若 x < 0，两边分布函数都为 0。若 x > 0，当 n 足够

大时 1/n ≤ x，两边都为 1。唯一不连续点是 0，判据不要求在那里收敛。因此弱收敛成立。

解答 22.16. δn 的质量不断向右移动。对任意固定 x，当 n > x 时 Fδn(x) = 0。若有概率

测度弱极限 µ，则会迫使 Fµ(x) = 0 在所有连续点成立，无法累计到总质量 1。所以没有概

率测度作为弱极限。
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解答 22.17. 概率测度族M 紧，是指对任意 ε > 0，存在紧集 K，使对所有 µ ∈ M，

µ(K) ≥ 1− ε.

解答 22.18. 若存在同一个紧集 K，使所有 µ ∈ M 都满足 µ(K) = 1，则对任意 ε > 0，同

一个 K 都给出

µ(K) = 1 ≥ 1− ε.

所以该族紧。

解答 22.19. 任意紧集 K ⊂ R 有界。取 n 大到 n /∈ K，则

δn(K) = 0.

因此无法用一个紧集统一捕捉所有 δn 的大部分质量，该族不紧。

解答 22.20. 总变差距离定义为

dTV(µ, ν) = sup
A

|µ(A)− ν(A)|.

解答 22.21. 有限状态下
dTV(µ, ν) =

1

2

∑
i

|µi − νi|.

所以

dTV(µ, ν) =
1

2
(|0.4− 0.7|+ |0.6− 0.3|) = 0.3.

解答 22.22. 若 |f | ≤M，则∣∣∣∣∫ f dµ−
∫
f dν

∣∣∣∣ ≤ 2MdTV(µ, ν).

所以总变差距离小意味着所有有界函数的期望差都小。

解答 22.23. 在实线上，两个点质量之间的 Wasserstein-1 距离为

W1(δa, δb) = |a− b|.

解答 22.24. 总变差距离关心两个分布能在事件概率上被区分多少，位置很近但不同的点
质量仍可距离很大。Wasserstein 距离关心搬运质量的距离，因此能反映两个点质量位置很
接近这一事实。

解答 22.25. 给定样本 x1, . . . , xN，经验分布为

µ̂N =
1

N

N∑
i=1

δxi .
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解答 22.26. 由积分线性性，∫
f dµ̂N =

1

N

∑
i

∫
f dδxi =

1

N

∑
i

f(xi).

解答 22.27. 样本 1, 2, 2, 5 的经验分布为

µ̂4 =
1

4
δ1 +

1

2
δ2 +

1

4
δ5.

样本平均为 ∫
x dµ̂4(x) =

1 + 2 + 2 + 5

4
= 2.5.

解答 22.28. 模拟中用有限个体状态 xi 构造经验分布 µ̂N，以此近似真实横截面分布 µ。总

资本、财富份额和价格函数都可用 µ̂N 的积分或函数值近似。

解答 22.29. Markov 核 Q : S ×S → [0, 1] 满足：对每个 s，Q(s, ·) 是概率测度；对每个 A，

Q(·, A) 可测。

解答 22.30. 给定 µ ∈ P(S)，分布更新定义为

(µQ)(A) =

∫
Q(s, A) dµ(s).

解答 22.31. 有
(µQ)(S) =

∫
Q(s, S) dµ(s) = 1.

对两两不交的 An，由每个 Q(s, ·) 的可列可加性和单调收敛定理，

(µQ)(∪nAn) =
∑
n

(µQ)(An).

所以 µQ 是概率测度。

解答 22.32. 计算

µQ = (0.25, 0.75)

(
0.8 0.2

0.3 0.7

)
.

第一坐标为

0.25 · 0.8 + 0.75 · 0.3 = 0.425,

第二坐标为

0.25 · 0.2 + 0.75 · 0.7 = 0.575.

所以 µQ = (0.425, 0.575)。
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解答 22.33. 若明天状态由 s′ = g(s, ε) 给出，且冲击 ε 随机，则给定今天状态 s，明天状

态落入集合 A 的概率

Q(s, A) = P(g(s, ε) ∈ A)

定义了 Markov 核。

解答 22.34. (z, µ) 中，z 是 aggregate shock 或总量状态，µ 是个体状态的横截面分布。它
表示经济既受总体冲击影响，也受财富、收入或资产分布影响。

解答 22.35. 本章把横截面分布写成概率测度，并给出分布转移 µ′ = µQ 或 µ′ = Φ(z, µ)

的语言，为递归竞争均衡中的分布状态和均衡不动点做准备。

22.14 Computation Lab
本章计算实验围绕“如何在计算机中表示和更新分布”展开。

Lab 1: 经验分布与样本平均

给定模拟样本 x1, . . . , xN，经验分布为

µ̂N =
1

N

∑
i

δxi .

任意统计量若可写成
∫
f dµ，在经验分布下就近似为

1

N

∑
i

f(xi).

例如平均资产、贫困率和高资产份额都可这样计算。

Lab 2: 有限状态分布迭代

给定转移矩阵 Q 和初始分布向量 µ0，迭代

µt+1 = µtQ.

记录 ‖µt+1 − µt‖1 或总变差距离，可观察分布是否接近稳定分布。

Lab 3: 弱收敛的测试函数诊断

选取若干有界连续测试函数 f1, . . . , fk，比较∫
fj dµn 和

∫
fj dµ.

这不能替代完整证明，但可作为模拟分布是否接近目标分布的诊断。
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Lab 4: 总变差与 Wasserstein 直觉

在网格上，总变差距离可用
1

2

∑
i

|µi − νi|

计算。若网格有自然顺序，还可近似一维 Wasserstein 距离。总变差适合比较事件概率差，
Wasserstein 更适合比较质量移动距离。



第二十三章 可测对应、选择与无限商品

经济

23.1 为什么可测选择会出现

在有限维静态模型中，约束集合通常写成 B(p, w)，选择是一个点 x。进入随机和连续

状态模型后，可行集依赖状态：

a ∈ A(s), x ∈ B(s, p), c ∈ Γ(ω).

如果每个状态下都有可行选择，还不够。要形成政策函数或配置函数，我们需要把每个状

态的选择拼成一个可测函数。否则，期望效用、积分预算和动态规划右端都无法良好定义。

本章主线是：

对应 −→可测图 −→可测选择 −→可测最优政策 −→无限商品经济.

23.2 对应、图与选择

定义 23.1 (对应). 从集合 S 到集合 X 的对应记为

Γ : S ⇒ X,

它给每个 s ∈ S 指派一个子集 Γ(s) ⊂ X。

定义 23.2 (图). 对应 Γ : S ⇒ X 的图定义为

Gr(Γ) = {(s, x) ∈ S ×X : x ∈ Γ(s)}.

定义 23.3 (选择). 函数 g : S → X 称为 Γ 的选择，如果对所有 s ∈ S，

g(s) ∈ Γ(s).

309
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例 23.1 (状态依赖行动集). 设状态 s ∈ [0, 1]，行动集合为

A(s) = [0, s].

这就是对应 A : [0, 1] ⇒ R。函数 g(s) = s/2 是一个选择，因为

0 ≤ s/2 ≤ s.

函数 h(s) = s+ 1 不是选择，因为它不属于 [0, s]。在动态模型中，政策函数必须是行动对

应的选择。

例 23.2 (预算集作为对应). 给定状态 s、价格 p(s) 和财富 w(s)，预算集可写成

B(s) = {x ∈ RL
+ : p(s) · x ≤ w(s)}.

于是 B : S ⇒ RL
+是状态依赖预算对应。消费规则 x(s)只有同时满足可测性和 x(s) ∈ B(s)，

才是可实施的随机消费计划。

23.3 可测对应

定义 23.4 (可测图对应). 设 (S,S) 是可测空间，X 是度量空间。若

Gr(Γ) ∈ S ⊗ B(X),

则称 Γ : S ⇒ X 有可测图。

定义 23.5 (弱可测对应，入口形式). 若对每个开集 O ⊂ X，集合

{s ∈ S : Γ(s) ∩O 6= ∅}

属于 S，则称 Γ 是弱可测的。

在许多常见的良好空间中，闭值对应的可测图条件和弱可测条件可以互相转换。本书

初版使用这两个条件作为可测选择的工作语言，不进入完整技术细节。

例 23.3 (有限状态下可测性自动简化). 若 S = {s1, . . . , sn}，并使用所有子集组成的 sigma
代数，则任意对应 Γ : S ⇒ X 的状态截面都是可测的。若 X 也是有限集合，则图就是有

限集合的子集，必然可测。因此有限状态动态规划很少显式讨论可测选择问题。
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例 23.4 (由不等式定义的可测图). 设

Γ(s) = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ s}, s ∈ [0, 1].

其图为

{(s, x) : 0 ≤ x ≤ s}.

这是 [0, 1]×R 中的闭集，因此是 Borel 集。于是 Γ 有可测图。许多经济约束由连续不等式

定义，因此自然产生可测图。

命题 23.1 (可测函数诱导可测单值对应). 若 g : S → X 可测，定义

Γ(s) = {g(s)}.

在常见 Borel 度量空间中，Γ 是可测对应。

证明. 对任意开集 O ⊂ X，

{s : Γ(s) ∩O 6= ∅} = {s : g(s) ∈ O} = g−1(O).

因为 g 可测，右边属于 S。所以 Γ 弱可测。

23.4 可测选择

定义 23.6 (可测选择). 若 g : S → X 是可测函数，并且对所有 s，

g(s) ∈ Γ(s),

则称 g 是 Γ 的可测选择。

定理 23.1 (可测选择定理，入口版本). 设 S 是可测空间，X 是合适的度量空间。若 Γ :

S ⇒ X 非空闭值，并满足适当可测性条件，则存在可测选择 g，使

g(s) ∈ Γ(s).

本章只使用该定理的工作含义，完整条件和证明留给高级分析。

例 23.5 (最小元素选择). 设 Γ(s) = [0, s]，s ∈ [0, 1]。选择

g(s) = 0

和

h(s) = s

都是可测选择。这个例子简单，但揭示了选择定理的作用：从每个状态的一组可行行动中，

挑出一个随状态可测变化的行动规则。
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例 23.6 (逐状态存在不等于可测可实施). 假设每个状态 s 下集合 Γ(s) 都非空。逐状态看，

选择一个 xs ∈ Γ(s) 似乎没有问题。但若拼出的函数 s 7→ xs 不可测，则不能计算∫
u(s, xs) dµ(s).

因此随机经济中，“存在选择”和“存在可测选择”是不同要求。

命题 23.2 (有限选择集的可测选择). 设 X = {x1, . . . , xm}，Γ(s) ⊂ X 非空。若每个集合

Ej = {s : xj ∈ Γ(s)}

可测，则 Γ 有可测选择。

证明. 用最小编号打破平局。定义
g(s) = xj

其中 j 是满足 xj ∈ Γ(s) 的最小编号。则

{s : g(s) = xj} = Ej ∩ Ec
1 ∩ · · · ∩ Ec

j−1.

右边可测，所以 g 可测。由定义 g(s) ∈ Γ(s)。

23.5 可测最大化

定义 23.7 (最大化对应). 给定目标函数 f : S ×X → R 和约束对应 Γ : S ⇒ X，最大化对

应定义为

M(s) = arg max
x∈Γ(s)

f(s, x).

命题 23.3 (有限选择集的可测最大化). 设 X = {x1, . . . , xm}，Γ(s) ⊂ X 非空，且 Ej = {s :
xj ∈ Γ(s)} 可测。若 f(s, xj) 对每个 j 都可测，则存在可测最优选择。

证明. 对每个 s，只在可行的 xj 中比较 f(s, xj)。用最小编号打破并列最优。事件“xj 是

按此规则选出的最优点”可由有限多个可测不等式

f(s, xj) ≥ f(s, xk)

以及可行性事件 Ej 和 Ek 的交并补表示。因此该事件可测。把这些事件拼成函数 g(s)，得

到可测最优选择。
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例 23.7 (有限行动动态规划中的可测政策). 设状态 s 连续，行动集合有限 A = {0, 1}。若
行动 a 的回报

r(s, a) + βV (g(s, a))

对 s 可测，则最优行动

a∗(s) ∈ arg max
a∈A

{r(s, a) + βV (g(s, a))}

可以用“并列时选 0”的规则变成可测函数。这就是有限行动 Markov 决策中政策函数可
测性的基本来源。

例 23.8 (连续行动下的最大化对应). 设

A(s) = [0, s], f(s, a) = −(a− s/2)2.

对每个 s，唯一最优行动为

a∗(s) = s/2.

该函数连续，因此可测。这里最优对应是单值的；更一般地，最优集合可能多值，需要可

测选择定理从中挑选一个可测最优政策。

例 23.9 (并列最优与 tie-breaking). 令 A = {0, 1}，且 f(s, 0) = f(s, 1) 对所有 s。最大化

对应为

M(s) = {0, 1}.

若规定并列时选择 0，则 g(s) = 0 是可测最优选择。经济计算中，tie-breaking 不只是编程
细节，也是把多值最优对应变成单值政策函数的数学步骤。

23.6 随机可行集与预算对应

随机经济中，约束本身可能依赖状态 ω。例如收入、价格、抵押约束和可交易集合都

可能随状态变化。

例 23.10 (随机借款约束). 设状态 ω 决定借款下界 a(ω)，下期资产选择必须满足

a′ ≥ a(ω).

若还要求 a′ ≤ ā，可行对应为

A(ω) = [a(ω), ā].

若 a 可测，则该对应由可测不等式定义。政策 g(ω) 必须是 A 的可测选择，才是状态依赖

但可实施的储蓄规则。
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例 23.11 (随机预算集). 设价格和财富为可测函数 p(ω) ∈ RL
+、w(ω) ∈ R+。预算对应

B(ω) = {x ∈ RL
+ : p(ω) · x ≤ w(ω)}

有可测图，因为图由

x ≥ 0, p(ω) · x ≤ w(ω)

这些可测不等式刻画。若效用也可测并且连续，最优需求对应通常可以取得可测选择。

23.7 无限商品空间

有限商品经济中，消费束是 x ∈ RL
+。如果商品按时间、状态或地点连续变化，消费束

就变成函数。例如：

c : [0, 1] → R+

可以表示按时间或状态索引的消费流。自然的商品空间可能是 Lp、L∞ 或 C(K) 的正锥。

定义 23.8 (正锥). 若 X 是函数空间，正锥定义为

X+ = {x ∈ X : x(s) ≥ 0 a.e. 或对所有s}.

例 23.12 (状态依赖消费作为 L1
+ 元素). 设状态空间为 (S,S, µ)。消费计划 c(s) ≥ 0 若满

足 ∫
c(s) dµ(s) <∞,

则 c ∈ L1
+。总资源约束可以写成 ∫

c dµ ≤
∫
y dµ.

这把无限多个状态下的消费约束压缩为函数空间中的积分约束。

例 23.13 (连续时间商品流). 若商品是时间 t ∈ [0, 1] 上的消费流，消费计划为 c(t)。要求

c ∈ L2
+ 表示消费非负且平方可积。价格也可表示为函数 p(t)，预算约束写成∫ 1

0

p(t)c(t) dt ≤ w.

这就是无限商品经济中价格和消费的内积形式。
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23.8 可测配置

定义 23.9 (可测配置). 设个体或状态集合为 S，商品空间为 X。配置是函数

x : S → X.

若 x 可测并且 x(s) 属于个体 s 的可行集，则称它为可测可行配置。

命题 23.4 (可测可行配置的凸组合). 设 X 是向量空间，Γ(s) ⊂ X 对每个 s 都是凸集。若

x, y 是 Γ 的可测选择，且 λ ∈ [0, 1]，则

z(s) = λx(s) + (1− λ)y(s)

也是可测选择。

证明. 可测函数的线性组合仍可测。又因为 x(s), y(s) ∈ Γ(s)，且 Γ(s) 凸，

λx(s) + (1− λ)y(s) ∈ Γ(s).

所以 z 是可测可行配置。

例 23.14 (随机消费配置的凸组合). 设 x(ω) 和 y(ω) 是两个可测消费计划，且每个状态下

都满足同一个凸预算集约束。则

z(ω) =
1

2
x(ω) +

1

2
y(ω)

也是可测且预算可行的消费计划。凸性使可行计划集合具有良好的平均性质，这是福利和

均衡分析中常用的结构。

23.9 无限商品经济中的均衡入口

在无限商品经济中，价格不再只是有限维向量，而可能是连续线性泛函。若商品空间

为 X，价格属于对偶空间 X∗，预算集可写成

B(p, w) = {x ∈ X+ : 〈p, x〉 ≤ w}.

这里 〈p, x〉 表示价格泛函作用在商品束上。

例 23.15 (对偶价格和预算集). 若 X = L2，价格也由 p ∈ L2 表示，则预算约束可写为∫
p(s)x(s) ds ≤ w.

这与有限维的 p · x ≤ w 完全平行，只是求和变成积分，价格向量变成价格函数。
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例 23.16 (可测需求选择). 若每个状态 ω 下消费者最大化

u(ω, x)

且约束为 x ∈ B(ω)，则最优需求通常是对应

D(ω) = arg max
x∈B(ω)

u(ω, x).

要把需求加入总需求积分 ∫
x(ω) dµ(ω),

必须从 D(ω) 中选出可测需求 x(ω)。这就是可测选择在无限经济中的核心作用。

23.10 本章小结

对应描述状态依赖可行集，图和弱可测性描述对应如何随状态可测变化。可测选择把

逐状态可行点拼成可积分、可实施的政策或配置。可测最大化说明，在适当条件下，最优政

策不仅逐状态存在，而且可以选择为可测函数。无限商品经济把商品束、价格和配置放入

函数空间，可测性保证预算、效用和总需求积分有意义。下一章将转向离散时间过滤、鞅

和资产价格过程，把可测政策与信息结构结合起来。

23.11 Exercises
习题 23.1. 定义对应 Γ : S ⇒ X。

习题 23.2. 定义对应的图 Gr(Γ)。

习题 23.3. 定义选择。

习题 23.4. 设 Γ(s) = [0, s]。判断 g(s) = s/2 是否为选择。

习题 23.5. 说明预算集如何写成状态依赖对应。

习题 23.6. 定义有可测图的对应。

习题 23.7. 定义弱可测对应。

习题 23.8. 说明有限状态空间中可测性为什么简化。

习题 23.9. 证明 Γ(s) = [0, s] 的图是 Borel 集。
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习题 23.10. 证明可测函数诱导的单值对应弱可测。

习题 23.11. 定义可测选择。

习题 23.12. 陈述可测选择定理的入口版本。

习题 23.13. 解释逐状态存在选择为什么不一定足够。

习题 23.14. 证明有限选择集下的可测选择命题。

习题 23.15. 定义最大化对应。

习题 23.16. 证明有限选择集下存在可测最优选择。

习题 23.17. 说明 tie-breaking 在可测最优政策中的作用。

习题 23.18. 设 A = {0, 1}，f(s, 0) = s、f(s, 1) = 1− s。给出按并列选 0 的最优政策。

习题 23.19. 设 A(s) = [0, s]、f(s, a) = −(a− s/2)2。求最优选择。

习题 23.20. 解释随机借款约束如何形成对应。

习题 23.21. 说明随机预算集的可测图为何通常来自可测不等式。

习题 23.22. 定义函数空间的正锥。

习题 23.23. 解释状态依赖消费如何看作 L1
+ 元素。

习题 23.24. 将连续时间预算约束写成积分形式。

习题 23.25. 定义可测配置。

习题 23.26. 证明凸值对应的两个可测选择的凸组合仍是可测选择。

习题 23.27. 说明可测配置为什么需要可测性。

习题 23.28. 解释无限商品经济中的价格为什么可看作连续线性泛函。

习题 23.29. 写出 X = L2 时的预算约束形式。

习题 23.30. 解释可测需求选择为什么是总需求积分的前提。

习题 23.31. 比较 Ch04 最大值定理和本章可测最大化的关注点。

习题 23.32. 说明可测选择在随机动态规划中的作用。

习题 23.33. 说明可测选择在无限商品经济中的作用。

习题 23.34. 给出一个有限状态、有限行动下可测政策的例子。

习题 23.35. 用一句话说明本章如何连接 Ch23 的信息结构。
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23.12 Solutions
本章解答的关键是区分三个层次：逐状态可行、可测可行、可测最优。随机经济中真

正可用的是后两者。

解答 23.1. 对应 Γ : S ⇒ X 是把每个 s ∈ S 映到 X 的一个子集 Γ(s) ⊂ X 的规则。

解答 23.2. 对应的图为

Gr(Γ) = {(s, x) ∈ S ×X : x ∈ Γ(s)}.

解答 23.3. 选择是函数 g : S → X，满足对每个 s，

g(s) ∈ Γ(s).

解答 23.4. 是。因为对 s ≥ 0，有

0 ≤ s/2 ≤ s,

所以 g(s) = s/2 ∈ [0, s] = Γ(s)。

解答 23.5. 若价格和财富依赖状态 s，预算集可写为

B(s) = {x ∈ RL
+ : p(s) · x ≤ w(s)}.

这给每个状态一个可行消费集合，因此是状态依赖对应。

解答 23.6. 若
Gr(Γ) ∈ S ⊗ B(X),

则称 Γ 有可测图。

解答 23.7. 若对每个开集 O ⊂ X，集合

{s : Γ(s) ∩O 6= ∅}

可测，则称 Γ 弱可测。

解答 23.8. 有限状态空间若配备所有子集组成的 sigma 代数，则任意状态事件都可测。若
行动集合也有限，对应的图只是有限集合的子集，因此自动可测。

解答 23.9. Γ(s) = [0, s] 的图为

{(s, x) : 0 ≤ x ≤ s}.

它可写成闭集

{(s, x) : x ≥ 0} ∩ {(s, x) : x− s ≤ 0}.

因此是 Borel 集。
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解答 23.10. 若 Γ(s) = {g(s)}，则对开集 O，

{s : Γ(s) ∩O 6= ∅} = {s : g(s) ∈ O} = g−1(O).

由于 g 可测，右边可测，所以 Γ 弱可测。

解答 23.11. 可测选择是可测函数 g : S → X，并且对每个 s，

g(s) ∈ Γ(s).

解答 23.12. 入口版本是：若 Γ 非空闭值，并满足合适的可测性条件，且值空间足够良好，

则存在可测函数 g 使得 g(s) ∈ Γ(s)。

解答 23.13. 逐状态存在只说明每个 s 下可以挑一个点，但挑选方式可能不可测。不可测

选择无法放入积分或条件期望中，因此不能作为随机政策或随机配置。

解答 23.14. 令 Ej = {s : xj ∈ Γ(s)}。按最小编号选择可行点。则

{s : g(s) = xj} = Ej ∩ Ec
1 ∩ · · · ∩ Ec

j−1,

这是可测集合。因此 g 可测，且由构造 g(s) ∈ Γ(s)。

解答 23.15. 最大化对应为
M(s) = arg max

x∈Γ(s)
f(s, x).

它给出每个状态下所有最优可行选择。

解答 23.16. 有限选择集下，只需比较有限个可测函数 f(s, xj)。事件“xj 可行且优于所有

可行的 xk”由有限个可测集合和可测不等式组成。用最小编号打破并列最优，可拼出可测

最优选择。

解答 23.17. 若最优点不唯一，最大化对应是多值的。tie-breaking 给出从多值集合到单值
函数的规则；若该规则由可测事件定义，就得到可测最优政策。

解答 23.18. 比较 s 和 1− s。若 s ≥ 1− s，即 s ≥ 1/2，选择 0；若 s < 1/2，选择 1。按

并列选 0，最优政策为

a∗(s) =

1, s < 1/2,

0, s ≥ 1/2.

解答 23.19. 目标
f(s, a) = −(a− s/2)2

在 a = s/2 处最大。且 s/2 ∈ [0, s]，所以最优选择为

a∗(s) = s/2.
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解答 23.20. 若状态 ω 决定借款下界 a(ω)，且要求 a′ ≤ ā，可行集为

A(ω) = [a(ω), ā].

这就是随机可行对应。

解答 23.21. 随机预算集图由条件

x ≥ 0, p(ω) · x ≤ w(ω)

刻画。若 p, w 可测，则这些不等式定义的集合在产品空间中可测，因此通常得到可测图。

解答 23.22. 函数空间 X 的正锥为

X+ = {x ∈ X : x(s) ≥ 0 a.e. 或对所有s}.

解答 23.23. 若消费计划 c(s) ≥ 0，且∫
c(s) dµ(s) <∞,

则 c ∈ L1
+。它表示跨状态的非负可积消费。

解答 23.24. 若 c(t) 是消费流，p(t) 是价格函数，则预算约束为∫ 1

0

p(t)c(t) dt ≤ w.

解答 23.25. 配置是函数 x : S → X。若 x 可测并且 x(s) ∈ Γ(s)，则称为可测可行配置。

解答 23.26. 若 x, y 可测，则

z(s) = λx(s) + (1− λ)y(s)

可测。若每个 Γ(s) 凸，且 x(s), y(s) ∈ Γ(s)，则 z(s) ∈ Γ(s)。所以 z 仍是可测选择。

解答 23.27. 总需求、期望效用和资源约束通常需要积分∫
x(s) dµ(s).

若配置不可测，该积分可能无定义，因此无法作为经济中的可实施配置。

解答 23.28. 无限商品空间中，价格要把商品束 x ∈ X 映为支出数值，并满足线性定价。因

此价格自然是线性泛函。为了对小扰动稳定，还要求它连续，即 p ∈ X∗。
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解答 23.29. 若 X = L2，且价格由 p ∈ L2 表示，则预算约束可写为∫
p(s)x(s) ds ≤ w.

解答 23.30. 总需求需要把个体需求 x(ω) 对 ω 积分。若只知道每个 ω 存在最优需求，但

不能选出可测函数，则无法定义总需求积分。

解答 23.31. Ch04 最大值定理关注最优值和最优对应对参数的连续性。本章可测最大化关
注当参数是随机状态时，能否选出可测最优政策以便积分和动态递归。

解答 23.32. 随机动态规划中，最优行动通常由状态依赖最大化给出。可测选择保证可以从
最优行动对应中选出可测政策函数，使期望回报和状态转移有定义。

解答 23.33. 无限商品经济中，个体预算集和需求可能随类型或状态变化。可测选择保证个
体需求可以汇总为总需求，配置可以进入资源约束和均衡定义。

解答 23.34. 设状态 S = {0, 1}，行动 A = {a, b}，并规定在状态 0 选 a，状态 1 选 b。由

于有限状态下所有函数可测，这就是可测政策。

解答 23.35. Ch23 将研究信息随时间形成的 sigma 代数；本章的可测选择语言说明政策必
须相对于可用信息可测，才能称为可实施的动态决策。

23.13 Computation Lab

本章计算实验关注如何在有限网格上表示对应、选择和可测最优政策。

Lab 1: 可行性 mask

在状态网格 si 和行动网格 aj 上，把对应 A(si) 表示为布尔矩阵

Mij = 1{aj ∈ A(si)}.

每一行给出某个状态下的可行动作。若某行全为 0，说明该状态下可行集为空，需要检查

模型约束。

Lab 2: 有限行动 argmax 和 tie-breaking

给定收益矩阵 Rij = r(si, aj)，在每一行只对 Mij = 1 的行动取最大值。若多个行动并

列最大，选择最小编号行动。这对应本章有限选择集的可测最优选择构造。
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Lab 3: 随机预算集网格

给定状态依赖价格 p(si) 和财富 w(si)，在消费网格 xj 上检查

p(si) · xj ≤ w(si).

得到预算可行性 mask。需求计算必须只在可行点上最大化。

Lab 4: 可测配置的汇总

若个体类型网格为 ωi，权重为 qi，可测配置近似为一组消费 xi。总需求近似为∑
i

qixi.

如果某些类型缺少可行选择，总需求就无法正确计算。
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格过程

24.1 信息随时间展开

到目前为止，我们已经能处理随机变量、条件期望、分布和可测选择。资产定价和动

态决策还需要一个核心对象：时间中的信息。今天能观察到什么，明天才知道什么，策略

能不能依赖未来信息，这些都由过滤描述。

本章主线是：

过滤 −→适应与可预测 −→鞅 −→停时 −→贴现资产价格.

24.2 过滤与随机过程

定义 24.1 (过滤). 在概率空间 (Ω,F ,P) 上，若

F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ FT ⊆ F ,

则称 (Ft)
T
t=0 为离散时间过滤。它表示随时间增长的信息。

定义 24.2 (随机过程). 随机过程是随机变量族 (Xt)
T
t=0。若每个 Xt 都是 Ft-可测的，则称

X 适应于过滤 (Ft)。

例 24.1 (抛硬币过滤). 连续抛两次硬币。令 F0 = {∅,Ω}，F1 表示第一次抛掷结果生成的

信息，F2 表示两次抛掷结果生成的信息。第一次后，事件“第一次是正面”可见；第二次

后，事件“两次都是正面”可见。信息集合随时间变大，因此形成过滤。

例 24.2 (资产价格过程的适应性). 若 St 是第 t 期资产价格，通常要求 St 是 Ft-可测的。
这表示第 t 期价格在第 t 期信息下已经可观察。若某个交易策略使用 St+1 来决定第 t 期持

仓，就使用了未来信息，不是可实施策略。

323
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24.3 可预测过程与交易策略

定义 24.3 (可预测过程). 过程 (Ht)
T
t=1 称为可预测的，如果 Ht 是 Ft−1-可测的。也就是说，

第 t 期持仓必须在第 t 期收益实现之前决定。

例 24.3 (可预测交易策略). 设 Ht 表示从 t − 1 到 t 持有的股票数量。若 Ht 只依赖 Ft−1

中的信息，则它是可预测的。例如 Ht = 1 是可预测的；若 Ht = 1{St>St−1}，则它依赖第 t

期价格，通常不是 t− 1 时可预测的。

例 24.4 (财富增量). 若 Ht 是可预测持仓，资产价格为 St，则交易收益增量常写为

Ht(St − St−1).

可预测性保证 Ht 在价格变动发生前已决定，因此该收益不是由偷看未来价格得到的。

24.4 鞅、次鞅和上鞅

定义 24.4 (鞅). 适应过程 (Mt) 称为鞅，如果 E|Mt| <∞，且对每个 t < T，

E[Mt+1 | Ft] =Mt.

定义 24.5 (次鞅与上鞅). 若
E[Mt+1 | Ft] ≥Mt,

则称 M 为次鞅；若不等式方向相反，则称为上鞅。

例 24.5 (公平赌博是鞅). 令 ξt 独立取 1 和 −1，概率各一半。设

Mt =
t∑
i=1

ξi, Ft = σ(ξ1, . . . , ξt).

则

E[Mt+1 | Ft] =Mt + E[ξt+1 | Ft] =Mt.

所以 Mt 是鞅。它的含义是：给定当前信息，下一步没有可预测的平均收益。

例 24.6 (带正漂移的过程是次鞅). 若

Xt+1 = Xt + µ+ ξt+1, µ > 0,

且 E[ξt+1 | Ft] = 0，则

E[Xt+1 | Ft] = Xt + µ ≥ Xt.

因此 Xt 是次鞅。正漂移对应条件均值上升。
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命题 24.1 (条件期望过程是鞅). 若 X ∈ L1，定义

Mt = E[X | Ft].

则 (Mt) 是鞅。

证明. 首先 Mt 是 Ft-可测且可积。由迭代期望，

E[Mt+1 | Ft] = E[E[X | Ft+1] | Ft] = E[X | Ft] =Mt.

例 24.7 (终值财富的当前估计). 若 X 是第 T 期总财富，Mt = E[X | Ft] 是第 t 期对终值

财富的最佳条件均值预测。随着信息增加，预测会变化；但预测过程本身是鞅，因为新信

息在当前条件下没有系统性偏差。

24.5 鞅差分

定义 24.6 (鞅差分). 过程 (∆Mt)
T
t=1 称为鞅差分，如果 ∆Mt 可积、Ft-可测，并且

E[∆Mt | Ft−1] = 0.

命题 24.2 (鞅差分和生成鞅). 若 (∆Mt) 是鞅差分，定义

Mt =M0 +
t∑
i=1

∆Mi,

其中 M0 是 F0-可测且可积，则 (Mt) 是鞅。

证明.
E[Mt+1 | Ft] = E[Mt +∆Mt+1 | Ft] =Mt + E[∆Mt+1 | Ft] =Mt.

例 24.8 (预测误差是鞅差分). 令

εt+1 = Xt+1 − E[Xt+1 | Ft].

则

E[εt+1 | Ft] = 0.

所以预测误差是鞅差分。资产定价中，若价格已经反映当前信息，超额收益中不可预测的

部分常被建模为鞅差分。
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24.6 停时与停止过程

定义 24.7 (停时). 随机时间 τ : Ω → {0, 1, . . . , T} 称为停时，如果对每个 t，

{τ ≤ t} ∈ Ft.

定义 24.8 (停止过程). 给定过程 Mt 和停时 τ，停止过程定义为

Mt∧τ .

例 24.9 (首次达到目标价格). 设 St 是适应价格过程，定义

τ = inf{t : St ≥ K}.

事件 {τ ≤ t} 等价于“到第 t 期为止曾经出现 Si ≥ K”。这只依赖 Ft 信息，因此 τ 是停

时。它表示首次达到目标价格的时间。

例 24.10 (依赖未来的时间不是停时). 令 T = 2，定义 τ = 0如果第二次抛硬币为正面，否

则 τ = 1。事件 {τ = 0} 在 t = 0 时需要知道第二次抛掷结果，因此通常不属于 F0。所以

τ 不是停时。停时不能偷看未来。

命题 24.3 (有界停时停止鞅仍是鞅). 若 Mt 是鞅，τ ≤ T 是停时，则

Nt =Mt∧τ

是鞅。

证明. 写成增量形式：
Nt+1 −Nt = 1{τ>t}(Mt+1 −Mt).

因为 {τ > t} ∈ Ft，指标函数是 Ft-可测。于是

E[Nt+1 −Nt | Ft] = 1{τ>t}E[Mt+1 −Mt | Ft] = 0.

所以 Nt 是鞅。

定理 24.1 (有限可选停止). 若 Mt 是鞅，τ ≤ T 是有界停时，则

E[Mτ ] = E[M0].

证明. 由上一命题，Nt =Mt∧τ 是鞅。因此

E[NT ] = E[N0].

但 NT =Mτ，且 N0 =M0。所以

E[Mτ ] = E[M0].
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例 24.11 (公平赌博的停止期望). 在公平随机游走中，若规定最多玩到 T 期，或者达到某

个目标就停止，则停止财富的期望仍等于初始财富。这个结论不说每条路径都不赚钱，而

是说在有界停时和公平赌博条件下，不能靠停止规则创造正的平均收益。

24.7 贴现资产价格过程

定义 24.9 (贴现价格). 设 St 是风险资产价格，Bt 是无风险账户价格。贴现价格定义为

S̃t =
St
Bt

.

定义 24.10 (风险中性测度，离散时间入口). 若存在概率测度 Q，使贴现资产价格过程在
Q 下为鞅：

EQ[S̃t+1 | Ft] = S̃t,

则称 Q 是风险中性测度或鞅测度。

命题 24.4 (风险中性贴现价格是鞅). 若资产价格满足

St =
1

1 + r
EQ[St+1 | Ft],

且 Bt = (1 + r)t，则 S̃t = St/Bt 是 Q-鞅。

证明.
EQ[S̃t+1 | Ft] = EQ

[
St+1

(1 + r)t+1
| Ft

]
=

1

(1 + r)t+1
EQ[St+1 | Ft].

由定价式，

EQ[St+1 | Ft] = (1 + r)St.

代入得到

EQ[S̃t+1 | Ft] =
St

(1 + r)t
= S̃t.

例 24.12 (一期间二叉树的风险中性概率). 股票今天价格 S0 = 100，明天上涨到 120 或下

跌到 90，无风险 gross return 为 1.05。风险中性概率 q 满足

100 =
1

1.05

(
q120 + (1− q)90

)
.

等价于

105 = 90 + 30q,

所以

q = 1/2.

在该概率下，贴现股票价格是鞅。
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例 24.13 (贴现价格检验). 若 B0 = 1、B1 = 1.05，上例中

S̃0 = 100,

而

EQ[S̃1] =
1

1.05

(
1

2
· 120 + 1

2
· 90
)

= 100.

这正是一期鞅条件。

24.8 随机贴现因子

定义 24.11 (随机贴现因子). 一期模型中，随机变量 Mt+1 > 0 若满足对任意资产 gross
return Rt+1，

1 = Et[Mt+1Rt+1],

则称 Mt+1 为随机贴现因子。

命题 24.5 (一期定价方程). 若资产价格为 Pt，下一期支付为 Xt+1，且

Pt = Et[Mt+1Xt+1],

则对 gross return Rt+1 = Xt+1/Pt，有

1 = Et[Mt+1Rt+1].

证明. 若 Pt > 0，将定价式两边除以 Pt，得到

1 = Et
[
Mt+1

Xt+1

Pt

]
= Et[Mt+1Rt+1].

例 24.14 (无风险资产给出贴现因子均值). 若无风险 gross return 为 Rf，定价方程给出

1 = Et[Mt+1Rf ] = RfEt[Mt+1].

因此

Et[Mt+1] =
1

Rf

.

随机贴现因子的条件均值等于无风险折现因子。
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例 24.15 (风险溢价和协方差). 由
1 = Et[MR]

以及 1 = RfEt[M ]，可得

Et[R]−Rf = −Rf Covt(M,R).

因此资产若在 M 高的坏状态中支付少，即与 M 负相关，就需要正风险溢价。这连接了

Ch18 的风险厌恶和本章的定价核。

24.9 本章小结

过滤描述信息，适应过程描述可观察变量，可预测过程描述可实施交易策略。鞅表示

在当前信息下没有可预测平均增益，鞅差分表示不可预测冲击。停时形式化“不偷看未来”

的随机停止规则，有限可选停止说明公平鞅不能靠有界停止规则制造平均收益。资产定价

中，风险中性测度下贴现价格是鞅，随机贴现因子给出更一般的定价方程。Ch28 将在这些
概念上系统展开离散时间资产定价。

24.10 Exercises
习题 24.1. 定义离散时间过滤。

习题 24.2. 定义适应过程。

习题 24.3. 解释为什么资产价格过程通常要求适应。

习题 24.4. 定义可预测过程。

习题 24.5. 解释交易策略为什么应当可预测。

习题 24.6. 定义鞅。

习题 24.7. 定义次鞅和上鞅。

习题 24.8. 证明公平随机游走是鞅。

习题 24.9. 设 Xt+1 = Xt + µ+ ξt+1，其中 µ > 0、E[ξt+1 | Ft] = 0。说明 Xt 是次鞅。

习题 24.10. 证明 Mt = E[X | Ft] 是鞅。

习题 24.11. 定义鞅差分。
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习题 24.12. 证明鞅差分之和是鞅。

习题 24.13. 说明预测误差为什么是鞅差分。

习题 24.14. 定义停时。

习题 24.15. 说明首次达到目标价格的时间为什么是停时。

习题 24.16. 给出一个不是停时的随机时间。

习题 24.17. 定义停止过程 Mt∧τ。

习题 24.18. 证明有界停时停止鞅仍是鞅。

习题 24.19. 证明有限可选停止定理。

习题 24.20. 解释公平赌博不能靠有界停止规则产生正平均收益。

习题 24.21. 定义贴现价格过程。

习题 24.22. 定义风险中性测度的离散时间入口版本。

习题 24.23. 证明风险中性定价式蕴含贴现价格为鞅。

习题 24.24. 一期二叉树中 S0 = 100、Su = 130、Sd = 80、Rf = 1.05。求风险中性概率。

习题 24.25. 在上一题中验证贴现期望价格等于 S0。

习题 24.26. 定义随机贴现因子。

习题 24.27. 证明一期定价方程推出 1 = Et[Mt+1Rt+1]。

习题 24.28. 用无风险资产推导 Et[Mt+1] = 1/Rf。

习题 24.29. 推导风险溢价与 Covt(M,R) 的关系。

习题 24.30. 说明鞅和风险中性定价之间的关系。

习题 24.31. 解释适应性和可预测性的区别。

习题 24.32. 若 Mt 是鞅，证明 E[Mt] = E[M0]。

习题 24.33. 若 Mt 是次鞅，说明 E[Mt] 如何随 t 变化。

习题 24.34. 说明随机贴现因子为何连接风险厌恶和资产定价。

习题 24.35. 用一句话说明本章如何为 Ch28 离散时间资产定价做准备。
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24.11 Solutions
本章解答的关键是始终问：某个对象相对于哪个信息集可测？条件期望是在什么信息

下计算？交易策略能不能看见未来？

解答 24.1. 过滤是递增的 sigma 代数族

F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ FT .

它表示随时间增加的信息。

解答 24.2. 过程 Xt 适应于 (Ft)，是指每个 Xt 都是 Ft-可测的。也就是说，第 t 期变量在

第 t 期信息下可观察。

解答 24.3. 价格 St 是第 t 期市场可见变量，因此应由第 t 期信息决定，即 St 应是 Ft-可
测的。否则价格过程会包含当期不可见信息。

解答 24.4. 过程 Ht 可预测，是指 Ht 是 Ft−1-可测的。它表示第 t 期持仓在第 t 期不确定

性实现前已经决定。

解答 24.5. 交易策略若能依赖未来价格变动，就会偷看未来并制造虚假套利。可预测性要
求持仓只依赖上一期已有信息，因此符合实际交易时序。

解答 24.6. 适应可积过程 Mt 是鞅，如果

E[Mt+1 | Ft] =Mt

对每个 t 成立。

解答 24.7. 若
E[Mt+1 | Ft] ≥Mt,

则 Mt 是次鞅；若不等式方向相反，则为上鞅。

解答 24.8. 令 Mt =
∑t

i=1 ξi，其中 ξt+1 独立于 Ft 且均值为 0。则

E[Mt+1 | Ft] =Mt + E[ξt+1 | Ft] =Mt.

所以 Mt 是鞅。

解答 24.9. 由条件期望，

E[Xt+1 | Ft] = Xt + µ+ E[ξt+1 | Ft] = Xt + µ ≥ Xt.

因此 Xt 是次鞅。
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解答 24.10. 令 Mt = E[X | Ft]。由迭代期望，

E[Mt+1 | Ft] = E[E[X | Ft+1] | Ft] = E[X | Ft] =Mt.

所以 Mt 是鞅。

解答 24.11. 鞅差分 ∆Mt 满足 Ft-可测、可积，并且

E[∆Mt | Ft−1] = 0.

解答 24.12. 令

Mt =M0 +
t∑
i=1

∆Mi.

则

E[Mt+1 | Ft] =Mt + E[∆Mt+1 | Ft] =Mt.

所以 Mt 是鞅。

解答 24.13. 预测误差
εt+1 = Xt+1 − E[Xt+1 | Ft]

满足

E[εt+1 | Ft] = 0.

因此它是相对于 Ft 的鞅差分。

解答 24.14. 随机时间 τ 是停时，如果对每个 t，事件

{τ ≤ t}

属于 Ft。也就是到第 t 期能判断是否已经停止。

解答 24.15. 首次达到目标价格

τ = inf{t : St ≥ K}

满足 {τ ≤ t} 只依赖 S0, . . . , St。若 S 适应，则该事件属于 Ft，所以 τ 是停时。

解答 24.16. 例如两期抛硬币中，令 τ = 0 当第二次是正面，否则 τ = 1。事件 {τ = 0} 在
t = 0 时需要未来第二次结果，不属于 F0，所以不是停时。

解答 24.17. 停止过程定义为
Nt =Mt∧τ .

它在 τ 之前跟随 Mt，在 τ 之后保持 Mτ 不变。
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解答 24.18. 有
Nt+1 −Nt = 1{τ>t}(Mt+1 −Mt).

由于 {τ > t} ∈ Ft，

E[Nt+1 −Nt | Ft] = 1{τ>t}E[Mt+1 −Mt | Ft] = 0.

所以 Nt 是鞅。

解答 24.19. 由上一题，Nt =Mt∧τ 是鞅。若 τ ≤ T，则

E[Mτ ] = E[NT ] = E[N0] = E[M0].

解答 24.20. 公平赌博对应鞅。有限可选停止说明，对有界停时 τ，停止财富满足

E[Mτ ] = E[M0].

因此停止规则不能改变平均收益。

解答 24.21. 若 St 是资产价格，Bt 是无风险账户价格，贴现价格为

S̃t =
St
Bt

.

解答 24.22. 若在概率测度 Q 下，

EQ[S̃t+1 | Ft] = S̃t,

则称 Q 为风险中性测度或鞅测度。

解答 24.23. 若
St =

1

1 + r
EQ[St+1 | Ft], Bt = (1 + r)t,

则

EQ[S̃t+1 | Ft] =
1

(1 + r)t+1
EQ[St+1 | Ft] =

St
(1 + r)t

= S̃t.

解答 24.24. 风险中性概率 q 满足

100 =
1

1.05
(130q + 80(1− q)).

即

105 = 80 + 50q,

所以

q = 0.5.
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解答 24.25. 用 q = 0.5，

1

1.05
EQ[S1] =

1

1.05
(0.5 · 130 + 0.5 · 80) = 105

1.05
= 100 = S0.

解答 24.26. 随机贴现因子 Mt+1 满足对任意资产 gross return Rt+1，

1 = Et[Mt+1Rt+1].

解答 24.27. 若
Pt = Et[Mt+1Xt+1],

且 Rt+1 = Xt+1/Pt，则两边除以 Pt：

1 = Et[Mt+1Rt+1].

解答 24.28. 对无风险资产，

1 = Et[Mt+1Rf ] = RfEt[Mt+1].

因此

Et[Mt+1] = 1/Rf .

解答 24.29. 由
1 = Et[MR] = Et[M ]Et[R] + Covt(M,R),

且 Et[M ] = 1/Rf，得

1 =
Et[R]
Rf

+ Covt(M,R).

整理：

Et[R]−Rf = −Rf Covt(M,R).

解答 24.30. 风险中性定价要求贴现价格在某个等价概率下为鞅。鞅条件表示给定当前信
息，贴现价格没有可预测漂移，这正是无套利定价的核心形式之一。

解答 24.31. 适应性要求 Xt 在第 t 期可观察，即 Ft-可测。可预测性更强地要求 Ht 在第

t− 1 期已经决定，即 Ft−1-可测。

解答 24.32. 若 Mt 是鞅，则

E[Mt+1] = E[E[Mt+1 | Ft]] = E[Mt].

递推得到 E[Mt] = E[M0]。
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解答 24.33. 若 Mt 是次鞅，则

E[Mt+1] = E[E[Mt+1 | Ft]] ≥ E[Mt].

所以无条件期望随时间弱上升。

解答 24.34. 随机贴现因子在坏状态通常较高，反映边际效用高或状态价格高。资产若在坏
状态支付少，就与贴现因子负相关，因此需要正风险溢价。

解答 24.35. 本章提供过滤、鞅、停时、贴现价格和随机贴现因子的语言，Ch28 可以在此
基础上系统讨论无套利、风险中性测度和离散时间资产定价。

24.12 Computation Lab

本章计算实验关注有限树上的信息、条件期望和鞅检验。

Lab 1: 有限树过滤

在二叉树中，第 t 期节点划分生成 Ft。计算条件期望时，只需在同一第 t 期节点之后

的后继状态中按条件概率求平均。

Lab 2: 鞅检验表

给定过程 Mt，在每个节点检查

Mt = E[Mt+1 | Ft].

若所有节点都成立，则过程在该树上是鞅。若右边大于左边，则是次鞅候选。

Lab 3: 停时模拟

给定价格路径和目标 K，计算

τ = inf{t : St ≥ K}.

再构造停止过程 Mt∧τ，检查停止后路径是否保持常数。
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Lab 4: 二叉树风险中性概率

一期模型中，风险中性概率满足

S0 =
1

Rf

(qSu + (1− q)Sd).

解得

q =
RfS0 − Sd
Su − Sd

.

若 q /∈ [0, 1]，说明该简单二叉树参数存在套利迹象。

Lab 5: 随机贴现因子检验

给定状态概率、贴现因子 Mi 和资产收益 Ri，计算∑
i

piMiRi.

若结果接近 1，则该资产满足一期 SDF 定价方程。



第二十五章 差分方程、稳定性与经济动态

25.1 离散时间动态的基本问题

动态经济模型通常从状态转移开始：

xt+1 = f(xt).

这里 xt 可以是资本、债务、价格、财富分布的低维摘要，或政策迭代中的误差。Ch25 以
后，状态转移将进入 Bellman 方程；本章先学习如何分析状态本身的运动。

本章主线是：

差分方程 −→稳态 −→稳定性 −→线性系统 −→线性化与相图.

25.2 一阶差分方程与稳态

定义 25.1 (一阶差分方程). 一阶差分方程是形如

xt+1 = f(xt)

的递推关系。给定初值 x0，它生成序列 x1, x2, . . .。

定义 25.2 (稳态). 若
x∗ = f(x∗),

则称 x∗ 是稳态或不动点。

例 25.1 (资本不变的稳态). 设资本演化为

kt+1 = sAkαt + (1− δ)kt, 0 < α < 1.

稳态满足

k∗ = sA(k∗)α + (1− δ)k∗.

337
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若 k∗ > 0，则

δk∗ = sA(k∗)α,

所以

k∗ =

(
sA

δ

)1/(1−α)

.

经济含义是：稳态时新增投资正好抵消折旧。

例 25.2 (债务稳定的稳态). 政府债务满足

bt+1 = (1 + r)bt − d,

其中 d > 0 是每期基本盈余。稳态 b∗ 满足

b∗ = (1 + r)b∗ − d,

所以

rb∗ = d, b∗ =
d

r
.

若债务高于该值，利息负担超过盈余的稳定能力；若低于该值，盈余足以压低债务。

25.3 线性与仿射差分方程

命题 25.1 (标量线性差分方程解). 若

xt+1 = axt,

则

xt = atx0.

证明. 由递推，
x1 = ax0, x2 = a2x0.

假设 xt = atx0，则

xt+1 = axt = at+1x0.

归纳得到结论。

命题 25.2 (仿射差分方程解). 若

xt+1 = axt + b, a 6= 1,
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则稳态为

x∗ =
b

1− a
,

且

xt − x∗ = at(x0 − x∗).

证明. 稳态满足 x∗ = ax∗ + b，所以 x∗ = b/(1− a)。两边相减：

xt+1 − x∗ = a(xt − x∗).

应用线性方程解，得到

xt − x∗ = at(x0 − x∗).

例 25.3 (收敛的自回归过程). 设

xt+1 = 0.8xt + 2.

稳态为

x∗ =
2

1− 0.8
= 10.

若 x0 = 0，则

xt − 10 = 0.8t(0− 10),

所以 xt → 10。距离稳态的误差每期乘以 0.8。

例 25.4 (振荡收敛). 设
xt+1 = −0.5xt + 3.

稳态为

x∗ =
3

1 + 0.5
= 2.

误差满足

xt − 2 = (−0.5)t(x0 − 2).

因为系数为负，路径在稳态两侧交替；因为绝对值小于 1，振荡幅度收敛到零。

例 25.5 (爆炸路径). 若
xt+1 = 1.2xt,

则

xt = 1.2tx0.

除非 x0 = 0，否则 |xt| 发散。经济上，这类方程可表示未被稳定规则约束的债务或价格泡
沫路径。



340 第二十五章 差分方程、稳定性与经济动态

25.4 稳定性

定义 25.3 (局部稳定). 稳态 x∗ 局部稳定，是指存在 x∗ 的邻域，使得从该邻域内任意初值

出发，路径收敛到 x∗。

定义 25.4 (全局稳定). 若从允许状态空间内任意初值出发，路径都收敛到 x∗，则称 x∗ 全

局稳定。

命题 25.3 (一维局部稳定的斜率条件). 设 f 在稳态 x∗ 附近可微，且

|f ′(x∗)| < 1.

则 x∗ 局部稳定。

证明. 由可微性，
f(x)− f(x∗) = f ′(x∗)(x− x∗) + o(|x− x∗|).

若 |f ′(x∗)| < 1，可取邻域使得在该邻域中

|f(x)− f(x∗)| ≤ c|x− x∗|

其中 c < 1。于是误差每期至少按比例 c 缩小，路径收敛到 x∗。

例 25.6 (Solow 映射的局部稳定). 资本映射

f(k) = sAkα + (1− δ)k

的导数为

f ′(k) = sAαkα−1 + 1− δ.

在正稳态处，利用 δk∗ = sA(k∗)α，得

sA(k∗)α−1 = δ.

所以

f ′(k∗) = αδ + 1− δ = 1− δ(1− α).

若 0 < δ < 1、0 < α < 1，则该斜率在 0 与 1 之间，稳态局部稳定。

例 25.7 (蛛网模型的稳定条件). 设价格调整为

pt+1 = a− bpt, b > 0.

稳态满足 p∗ = a/(1 + b)，误差满足

pt+1 − p∗ = −b(pt − p∗).

因此当 b < 1 时价格振荡收敛；当 b > 1 时价格振荡发散。
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25.5 线性系统

定义 25.5 (线性系统). 多维线性差分系统写为

xt+1 = Axt,

其中 xt ∈ Rn，A ∈ Rn×n。

定义 25.6 (谱半径). 矩阵 A 的谱半径为

ρ(A) = max
i

|λi|,

其中 λi 是 A 的特征值。

命题 25.4 (可对角化线性系统的稳定性). 若 A = PDP−1，且 D = diag(λ1, . . . , λn)。若所
有特征值满足

|λi| < 1,

则 xt+1 = Axt 的零稳态全局稳定。

证明. 因为
xt = Atx0 = PDtP−1x0.

而

Dt = diag(λt1, . . . , λtn).

若所有 |λi| < 1，则 λti → 0，所以 Dt → 0，进而 xt → 0。

例 25.8 (二维稳定系统). 令

A =

(
0.5 0

0 0.8

)
.

则

xt =

(
0.5tx0,1

0.8tx0,2

)
.

两个特征值都在单位圆内，因此系统收敛到零。第二个方向收敛较慢，因为 0.8t 下降慢于

0.5t。

例 25.9 (鞍型系统). 令

A =

(
0.7 0

0 1.2

)
.

第一个方向稳定，第二个方向不稳定。只有初值满足第二个坐标为零时，路径才收敛到零。

宏观动态中，鞍路径稳定意味着只有某些初始跳变量选择能把经济放到收敛路径上。
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25.6 仿射系统与去稳态化

仿射系统写为

xt+1 = Axt + b.

若稳态 x∗ 满足

x∗ = Ax∗ + b,

则令 x̂t = xt − x∗，得到

x̂t+1 = Ax̂t.

因此仿射系统的稳定性由矩阵 A 决定。

例 25.10 (线性化债务和资本的二维系统). 设(
kt+1

bt+1

)
=

(
0.9 0

0.1 1.05

)(
kt

bt

)
.

特征值是 0.9 和 1.05。资本方向本身收敛，但债务方向有大于 1 的根。若没有财政规则稳

定债务，系统整体不稳定。

25.7 非线性系统与线性化

定义 25.7 (非线性动态系统). 多维非线性系统写为

xt+1 = F (xt),

其中 F : Rn → Rn。

命题 25.5 (稳态附近的线性化). 设 x∗ = F (x∗)，且 F 在 x∗ 可微。令

J = DF (x∗)

为 Jacobian 矩阵。则稳态附近有近似

xt+1 − x∗ ≈ J(xt − x∗).

证明. 由多元 Taylor 展开，

F (x) = F (x∗) + J(x− x∗) + o(‖x− x∗‖).

又 F (x∗) = x∗，所以

xt+1 − x∗ = F (xt)− F (x∗) = J(xt − x∗) + o(‖xt − x∗‖).
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例 25.11 (非线性资本动态的线性化). 对

kt+1 = sAkαt + (1− δ)kt,

稳态附近近似为

kt+1 − k∗ ≈ f ′(k∗)(kt − k∗).

前面已得

f ′(k∗) = 1− δ(1− α).

因此收敛速度近似由该数控制。

25.8 相图与鞍路径入口

二维动态系统常写为

xt+1 = F (xt, yt), yt+1 = G(xt, yt).

相图通过曲线

xt+1 = xt, yt+1 = yt

描述变量上升或下降的区域。若一个方向稳定、另一个方向不稳定，稳态通常是鞍点。

例 25.12 (简单鞍路径选择). 考虑

xt+1 = 0.8xt, yt+1 = 1.2yt.

要使路径收敛到零，必须选择 y0 = 0。若 y 是跳变量，模型可通过选择初始 y0 把经济放在

稳定路径上；若 y0 给定且非零，系统发散。

例 25.13 (价格跳变量的直觉). 在资产价格模型中，基本状态 xt 可能缓慢演化，而价格 pt

可以立即跳变。如果只有一条价格路径不产生爆炸，均衡会选择这条路径。数学上，这就

是鞍路径稳定的入口直觉。

25.9 经济动态中的常见形式

例 25.14 (局部调整价格). 设目标价格为 p∗，价格按

pt+1 = pt + γ(p∗ − pt) = (1− γ)pt + γp∗



344 第二十五章 差分方程、稳定性与经济动态

调整。误差满足

pt+1 − p∗ = (1− γ)(pt − p∗).

若 0 < γ < 2，则 |1− γ| < 1，价格收敛；若 0 < γ < 1，单调收敛；若 1 < γ < 2，振荡收

敛。

例 25.15 (债务规则稳定性). 设

bt+1 = (1 + r)bt − ϕ(bt − b̄),

其中 ϕ 是财政反应强度。稳态为 b̄ 附近，误差满足

bt+1 − b̄ = (1 + r − ϕ)(bt − b̄).

稳定需要

|1 + r − ϕ| < 1.

也就是财政反应既要足够强，又不能强到产生过度振荡。

25.10 本章小结

差分方程描述离散时间状态演化。线性和仿射方程可以显式求解，稳定性由误差系数

或矩阵特征值控制。非线性系统在稳态附近可以线性化，Jacobian的特征值决定局部动态。
相图和鞍路径提供了理解跳变量和均衡路径选择的工具。下一章将把状态转移和目标函数

结合起来，进入确定性动态规划。

25.11 Exercises
习题 25.1. 定义一阶差分方程。

习题 25.2. 定义稳态。

习题 25.3. 对 xt+1 = 0.7xt，求 xt。

习题 25.4. 对 xt+1 = 0.8xt + 4，求稳态。

习题 25.5. 证明仿射方程 xt+1 = axt + b 的误差形式。

习题 25.6. 说明 |a| < 1 时 xt+1 = axt + b 收敛。

习题 25.7. 解释 a < 0 且 |a| < 1 时为什么振荡收敛。
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习题 25.8. 给出一个爆炸路径的标量例子。

习题 25.9. 定义局部稳定。

习题 25.10. 定义全局稳定。

习题 25.11. 陈述一维局部稳定的斜率条件。

习题 25.12. 对 f(x) = 0.5x+ 1，判断稳态稳定性。

习题 25.13. 对蛛网模型 pt+1 = a− bpt，给出稳定条件。

习题 25.14. 写出 Solow 映射的正稳态。

习题 25.15. 计算 Solow 映射在正稳态的导数。

习题 25.16. 定义线性系统 xt+1 = Axt。

习题 25.17. 定义谱半径。

习题 25.18. 说明可对角化线性系统的稳定条件。

习题 25.19. 设 A = diag(0.6, 0.9)。判断稳定性。

习题 25.20. 设 A = diag(0.8, 1.1)。判断稳定性并解释。

习题 25.21. 解释鞍型系统的含义。

习题 25.22. 说明仿射系统如何去稳态化。

习题 25.23. 定义非线性动态系统。

习题 25.24. 解释 Jacobian 在线性化中的作用。

习题 25.25. 推导 xt+1 = F (xt) 在稳态附近的一阶近似。

习题 25.26. 设 xt+1 = x2t。求稳态并判断 0 的局部稳定性。

习题 25.27. 设 xt+1 = 2xt − x2t。求 0 和 1 两个稳态的局部稳定性。

习题 25.28. 定义相图中的不变曲线 xt+1 = xt。

习题 25.29. 说明鞍路径稳定的经济含义。

习题 25.30. 对 pt+1 = pt + γ(p∗ − pt)，给出稳定条件。

习题 25.31. 对债务规则 bt+1 = (1 + r)bt − ϕ(bt − b̄)，给出稳定条件。

习题 25.32. 解释为什么过强调整可能导致振荡。

习题 25.33. 说明差分方程如何连接动态规划。

习题 25.34. 比较稳定性分析和最优化分析的区别。

习题 25.35. 用一句话说明本章如何为 Ch25 做准备。
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25.12 Solutions
本章解答的主线是把动态路径转化为误差动态。若误差趋于零，路径收敛到稳态；若

误差放大，路径发散。

解答 25.1. 一阶差分方程是形如
xt+1 = f(xt)

的递推关系。给定 x0，它决定后续路径。

解答 25.2. 稳态 x∗ 满足

x∗ = f(x∗).

若系统到达稳态，则下一期仍停在该点。

解答 25.3. 由线性递推，
xt = 0.7tx0.

因为 0.7t → 0，若 x0 有限，则 xt → 0。

解答 25.4. 稳态满足
x∗ = 0.8x∗ + 4.

所以

0.2x∗ = 4, x∗ = 20.

解答 25.5. 稳态满足 x∗ = ax∗ + b。两式相减：

xt+1 − x∗ = a(xt − x∗).

于是

xt − x∗ = at(x0 − x∗).

解答 25.6. 若 |a| < 1，则 at → 0。由

xt − x∗ = at(x0 − x∗)

可得 xt → x∗。

解答 25.7. 当 a < 0 时，误差

xt − x∗ = at(x0 − x∗)

符号随 t 交替；当 |a| < 1 时，误差绝对值趋于零。因此路径在稳态两侧振荡收敛。
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解答 25.8. 例如
xt+1 = 1.2xt.

若 x0 6= 0，则 xt = 1.2tx0，绝对值发散。

解答 25.9. 局部稳定是指存在稳态附近的邻域，使得从该邻域内初值出发的路径收敛到稳
态。

解答 25.10. 全局稳定是指从允许状态空间内任意初值出发，路径都收敛到同一个稳态。

解答 25.11. 若 f 在稳态 x∗ 附近可微，且

|f ′(x∗)| < 1,

则 x∗ 局部稳定。

解答 25.12. 稳态满足
x∗ = 0.5x∗ + 1,

所以 x∗ = 2。由于 f ′(x) = 0.5，且 |0.5| < 1，稳态局部稳定；该线性系统实际上全局稳定。

解答 25.13. 误差满足
pt+1 − p∗ = −b(pt − p∗).

稳定要求

| − b| < 1,

即 b < 1。

解答 25.14. Solow 映射为
kt+1 = sAkαt + (1− δ)kt.

正稳态满足

δk∗ = sA(k∗)α,

所以

k∗ =

(
sA

δ

)1/(1−α)

.

解答 25.15.
f ′(k) = sAαkα−1 + 1− δ.

在稳态，

sA(k∗)α−1 = δ.

所以

f ′(k∗) = αδ + 1− δ = 1− δ(1− α).
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解答 25.16. 线性系统是
xt+1 = Axt,

其中 xt ∈ Rn，A 是固定矩阵。

解答 25.17. 谱半径定义为
ρ(A) = max

i
|λi|,

其中 λi 是矩阵 A 的特征值。

解答 25.18. 若 A 可对角化，且所有特征值都满足

|λi| < 1,

则 At → 0，所以 xt = Atx0 → 0。零稳态稳定。

解答 25.19. 特征值为 0.6 和 0.9，都在单位圆内。因此零稳态全局稳定。

解答 25.20. 特征值为 0.8 和 1.1。第二个特征值绝对值大于 1，所以一般初值下系统不收

敛到零。只有位于稳定方向的初值才会收敛。

解答 25.21. 鞍型系统同时有稳定方向和不稳定方向。路径要收敛到稳态，初值或跳变量必
须恰好落在稳定路径上。

解答 25.22. 若
xt+1 = Axt + b

且 x∗ = Ax∗ + b，令 x̂t = xt − x∗。则

x̂t+1 = Ax̂t.

因此稳定性由 A 决定。

解答 25.23. 非线性动态系统写为
xt+1 = F (xt),

其中 F 可以是非线性映射。

解答 25.24. Jacobian J = DF (x∗) 是稳态附近的一阶线性近似矩阵。它决定小偏离如何在

下一期近似演化。

解答 25.25. 由 Taylor 展开，

F (xt) = F (x∗) + F ′(x∗)(xt − x∗) + o(|xt − x∗|).

因 F (x∗) = x∗，

xt+1 − x∗ ≈ F ′(x∗)(xt − x∗).
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解答 25.26. 稳态满足 x = x2，所以 x∗ = 0 或 1。对 f(x) = x2，有 f ′(x) = 2x。在 0 处，

|f ′(0)| = 0 < 1，所以 0 局部稳定。

解答 25.27. 稳态满足
x = 2x− x2,

即 x(1− x) = 0，所以稳态为 0, 1。导数为

f ′(x) = 2− 2x.

在 0 处，|f ′(0)| = 2 > 1，不稳定。在 1 处，|f ′(1)| = 0 < 1，局部稳定。

解答 25.28. 曲线 xt+1 = xt 是使变量 x下一期不变的点集。相图用这类曲线划分变量上升

或下降的区域。

解答 25.29. 鞍路径稳定意味着稳态附近只有某些方向收敛。若存在跳变量，均衡可能选择
跳变量初值，使经济落在稳定路径上。

解答 25.30. 误差满足
pt+1 − p∗ = (1− γ)(pt − p∗).

稳定要求

|1− γ| < 1,

即

0 < γ < 2.

解答 25.31. 误差满足
bt+1 − b̄ = (1 + r − ϕ)(bt − b̄).

稳定条件为

|1 + r − ϕ| < 1.

解答 25.32. 如果调整系数为负且绝对值小于 1，误差会在稳态两侧来回变号并逐渐缩小。

若绝对值大于 1，过度调整会导致振荡发散。

解答 25.33. 动态规划中的状态转移通常写为

xt+1 = g(xt, at).

差分方程分析帮助理解给定政策下状态如何收敛、发散或进入稳态。

解答 25.34. 稳定性分析关注给定动态规则下路径如何运动；最优化分析关注主体如何选
择规则或行动来最大化目标。动态规划会把二者结合起来。

解答 25.35. 本章提供状态转移、稳态和稳定性的语言，Ch25 将在这些状态动态上加入目
标函数并建立 Bellman 方程。
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25.13 Computation Lab
本章计算实验关注如何用简单迭代和矩阵计算观察动态稳定性。

Lab 1: 标量迭代

给定映射 f 和初值 x0，递推

xt+1 = f(xt).

记录误差 |xt − x∗|。若误差近似按固定比例下降，可估计收敛速度。

Lab 2: 蛛网图

对一维映射 xt+1 = f(xt)，在图上画 y = f(x) 和 y = x。从 x0 出发，交替画竖线和横

线，得到蛛网路径。它直观显示单调收敛、振荡收敛或发散。

Lab 3: 特征值稳定性

给定矩阵 A，计算特征值 λi。若所有 |λi| < 1，线性系统稳定；若某些大于 1，存在不

稳定方向。

Lab 4: 资本动态模拟

对

kt+1 = sAkαt + (1− δ)kt,

先计算稳态 k∗，再从不同 k0 出发模拟路径。比较不同参数 s, A, δ, α 对收敛速度和稳态的

影响。

Lab 5: 债务稳定规则

对

bt+1 − b̄ = (1 + r − ϕ)(bt − b̄),

改变 ϕ。当 0 < ϕ < r+ 2 且满足 |1 + r− ϕ| < 1 时债务稳定；若 ϕ 太小或太大，路径可能

发散或剧烈振荡。
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26.1 从状态转移到最优路径

Ch24 研究给定转移方程
xt+1 = f(xt)

时状态如何运动。动态规划把行动放回模型：今天的选择不仅给出今天的收益，也改变明

天的状态。因此，一个确定性动态规划问题通常写成

max
{at}t≥0

∞∑
t=0

βtr(xt, at)

subject to
at ∈ Γ(xt), xt+1 = g(xt, at), x0 given,

其中 xt 是状态，at 是行动，Γ(xt) 是可行行动集合，g 是确定性状态转移，β ∈ (0, 1) 是折

现因子。

定义 26.1 (确定性动态规划问题). 给定状态空间 X、行动空间 A、可行对应 Γ : X ⇒ A、

收益函数 r : X ×A→ R、转移函数 g : X ×A→ X 和折现因子 β ∈ (0, 1)，确定性动态规

划问题是从初始状态 x0 出发选择可行行动序列，使折现回报

∞∑
t=0

βtr(xt, at)

最大。

定义 26.2 (策略). 策略是函数

π : X → A, π(x) ∈ Γ(x).

它规定在每个状态 x 下采取什么行动。

351
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例 26.1 (蛋糕消费问题). 设 xt ≥ 0是剩余蛋糕，行动 ct ∈ [0, xt]是本期消费，收益为 u(ct)，

转移为

xt+1 = xt − ct.

序列问题为

max
{ct}

∞∑
t=0

βtu(ct) s.t. 0 ≤ ct ≤ xt, xt+1 = xt − ct.

这里状态 xt 记录未来还能消费多少，行动 ct 决定今天享受和未来资源之间的分配。

例 26.2 (确定性资本积累). 设 kt 是资本，ct 是消费，产出为 f(kt)，折旧率为 δ。资源约

束为

ct + kt+1 = f(kt) + (1− δ)kt.

若把行动设为 ct，则转移函数是

g(k, c) = f(k) + (1− δ)k − c.

可行集合为

Γ(k) = {c : 0 ≤ c ≤ f(k) + (1− δ)k}.

动态规划的作用是把无限多个消费选择压缩成一个递归选择规则。

例 26.3 (状态变量不能漏掉). 若企业有机器年龄 mt 和生产率 zt，维修决策影响 mt+1，而

利润同时依赖 zt，则只把机器年龄当作状态通常不够。正确状态至少应包含

xt = (mt, zt),

否则相同的 mt 会对应不同的当前收益和未来选择。动态规划的第一步不是写 Bellman 方
程，而是找出使未来问题独立于过去历史的状态。

26.2 值函数与 Bellman 方程
定义 26.3 (值函数). 值函数 V : X → R 定义为从状态 x 出发能达到的最大折现回报：

V (x) = sup
{at}

∞∑
t=0

βtr(xt, at),

其中 x0 = x，且路径满足 at ∈ Γ(xt)、xt+1 = g(xt, at)。

定义 26.4 (Bellman 方程). 值函数若满足

V (x) = sup
a∈Γ(x)

{r(x, a) + βV (g(x, a))} ,

则称它满足 Bellman 方程。
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定义 26.5 (Bellman 算子). Bellman 算子 T 对函数 V : X → R 的作用为

(TV )(x) = sup
a∈Γ(x)

{r(x, a) + βV (g(x, a))} .

Bellman 方程就是固定点方程
V = TV.

例 26.4 (蛋糕问题的 Bellman 方程). 蛋糕问题的 Bellman 方程为

V (x) = max
0≤c≤x

{u(c) + βV (x− c)}.

如果选择今天消费 c，剩余 x− c 成为明天的状态，因此未来价值是 V (x− c)。

例 26.5 (储蓄问题的 Bellman 方程). 设财富 w 满足

w′ = (1 + r)(w − c) + y,

且 0 ≤ c ≤ w。Bellman 方程是

V (w) = max
0≤c≤w

{u(c) + βV ((1 + r)(w − c) + y)} .

这个方程把跨期预算约束变成状态转移：消费少一点提高 w′，但降低当期效用。

定理 26.1 (确定性最优性原理). 若从状态 x 出发的最优路径存在，且第一期最优行动为

a∗，下一期状态为 x′ = g(x, a∗)，则从 x′ 开始的尾部路径必须是从 x′ 出发的最优路径。

证明. 设最优路径的尾部从 x′ 出发不是最优的。则存在另一条从 x′ 出发的可行尾部路径，

给出更高的折现尾部回报。把第一期行动 a∗ 保持不变，并用这条更好的尾部路径替换原尾

部，就得到一条从 x 出发的可行路径，而且总回报更高。这与原路径最优矛盾。因此尾部

路径必须最优。

例 26.6 (两期问题中的尾部最优). 设只有两期，资源 x0 = 10，效用为
√
c，无生产，必须

c0 + c1 = 10。若某个最优计划选择 c0 = 4，则剩余状态为 x1 = 6。第二期没有未来，所以

尾部最优必然是 c1 = 6。若尾部没有把剩余资源全部消费掉，就可以提高第二期效用而不

影响第一期。

26.3 Bellman 算子的压缩性
令 B(X) 表示 X 上所有有界实值函数，并配以上确界范数

‖V ‖∞ = sup
x∈X

|V (x)|.

本章先在有界收益的折现问题中建立最核心的存在唯一性结论。
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命题 26.1 (Bellman 算子的单调性). 若 V (x) ≤ W (x) 对所有 x ∈ X 成立，则

TV (x) ≤ TW (x)

对所有 x ∈ X 成立。

证明. 对任意 a ∈ Γ(x)，有

r(x, a) + βV (g(x, a)) ≤ r(x, a) + βW (g(x, a)).

两边对可行行动取上确界，即得 TV (x) ≤ TW (x)。

命题 26.2 (Bellman 算子的折现性). 对任意常数 m，

T (V +m)(x) = TV (x) + βm.

证明. 直接计算：

T (V +m)(x) = sup
a∈Γ(x)

{r(x, a) + β[V (g(x, a)) +m]} = TV (x) + βm.

定理 26.2 (Bellman 压缩定理). 若收益 r 有界且 β ∈ (0, 1)，则 T : B(X) → B(X) 是压缩

映射：

‖TV − TW‖∞ ≤ β ‖V −W‖∞ .

因此 Bellman 方程 V = TV 在 B(X) 中至多有一个固定点；若 T 保持 B(X)，则固定点

存在唯一，且值函数迭代 Vn+1 = TVn 从任意初值收敛到它。

证明. 令 d = ‖V −W‖∞。则
W − d ≤ V ≤ W + d.

由单调性和折现性，

T (W − d) ≤ TV ≤ T (W + d),

即

TW − βd ≤ TV ≤ TW + βd.

所以对所有 x，

|TV (x)− TW (x)| ≤ βd.

取上确界得到压缩不等式。存在唯一性和迭代收敛由 Banach 压缩映射定理给出。
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例 26.7 (一状态问题中的压缩). 只有一个状态，行动 a ∈ {0, 1}，收益 r(a) = a，状态不

变。Bellman 方程是
V = max{0 + βV, 1 + βV } = 1 + βV.

因此

V =
1

1− β
.

如果 β = 0.9，值函数为 10。值函数迭代从 V0 = 0 开始给出 1, 1.9, 2.71, . . .，每轮误差大约

乘以 0.9。

例 26.8 (确定性投资的值函数迭代). 设状态 k ∈ {0, 1, 2}，行动 i ∈ {0, 1}，可行条件
i ≤ 2− k，收益为 r(k, i) = k − i，转移为 k′ = min{2, k + i}，β = 1/2。若从 V0(k) = 0 开

始，则

V1(k) = max
i
r(k, i).

所以

V1(0) = 0, V1(1) = 1, V1(2) = 2.

第二轮计算时，投资的未来价值进入目标：

V2(1) = max{1 + 1
2
V1(1), 0 +

1
2
V1(2)} = max{1.5, 1} = 1.5.

这个例子展示了值函数迭代如何把未来收益逐步传回当前状态。

26.4 策略评价与策略改进

给定策略 π，不再优化，只沿着

xt+1 = g(xt, π(xt))

计算回报。

定义 26.6 (策略值函数). 策略 π 的值函数为

Vπ(x) =
∞∑
t=0

βtr(xt, π(xt)),

其中 x0 = x，xt+1 = g(xt, π(xt))。

例 26.9 (固定储蓄率的策略评价). 设收入恒为 y，财富转移为

w′ = (1 + r)(w − c) + y.
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给定固定消费比例策略 c = αw。则闭环系统为

w′ = (1 + r)(1− α)w + y.

如果 (1 + r)(1− α) < 1，财富路径收敛到稳态

w∗ =
y

1− (1 + r)(1− α)
.

策略评价问的是沿这条规则得到多少效用，而不是这条规则是否最优。

命题 26.3 (策略改进引理). 若策略 π′ 满足对所有 x，

r(x, π′(x)) + βVπ(g(x, π
′(x))) ≥ Vπ(x),

则

Vπ′(x) ≥ Vπ(x)

对所有 x 成立。

证明. 从不等式出发并沿 π′ 迭代。记 xt+1 = g(xt, π
′(xt))，则

Vπ(x0) ≤ r(x0, π
′(x0)) + βVπ(x1).

继续替换 Vπ(x1)，得到

Vπ(x0) ≤
n∑
t=0

βtr(xt, π
′(xt)) + βn+1Vπ(xn+1).

若收益和值函数有界，令 n → ∞，最后一项趋于零，右边收敛到 Vπ′(x0)。故 Vπ′(x0) ≥
Vπ(x0)。

例 26.10 (贪婪改进). 在三状态投资例中，若当前策略在 k = 1 选择不投资，且已算出

Vπ(1) = 1.4、Vπ(2) = 3，则比较

不投资: 1 + βVπ(1), 投资: 0 + βVπ(2).

若 β = 0.8，两者分别为 2.12 与 2.4。因此在 k = 1 改为投资会提高基于 Vπ 的一步回报，

策略改进引理说明新策略不劣。
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26.5 Euler 方程与包络条件
Bellman 方程给出递归表达；在光滑内部解中，它还能导出熟悉的一阶条件。考虑

V (x) = max
a∈Γ(x)

{r(x, a) + βV (g(x, a))}.

若最优行动 a = π(x) 是内部解，则一阶条件为

ra(x, a) + βVx(g(x, a))ga(x, a) = 0.

命题 26.4 (确定性 Euler 方程). 若问题足够光滑，且最优选择为内部解，则最优路径满足

ra(xt, at) + βVx(xt+1)ga(xt, at) = 0.

若再用下一期包络条件消去 Vx(xt+1)，可得到只含相邻期变量的 Euler 方程。

证明. 在状态 xt 下，Bellman 右侧对行动 at 最大化。内部解的一阶条件就是

∂

∂a
{r(xt, a) + βV (g(xt, a))} = 0.

链式法则给出

ra(xt, at) + βVx(g(xt, at))ga(xt, at) = 0.

又 xt+1 = g(xt, at)，故得到结论。

命题 26.5 (包络条件). 在光滑内部情形下，

Vx(x) = rx(x, π(x)) + βVx(g(x, π(x)))gx(x, π(x)).

证明. 对 Bellman 方程右侧关于状态 x 求导。由于 π(x) 是最优行动，行动变化带来的一

阶效应由一阶条件抵消，剩下状态的直接效应：

Vx(x) = rx(x, π(x)) + βVx(g(x, π(x)))gx(x, π(x)).

例 26.11 (对数蛋糕问题). 设

V (x) = max
0<c<x

{log c+ βV (x− c)}.

猜测

V (x) = A+B logx.
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则

V (x) = max
c

{log c+ βA+ βB log(x− c)}.

一阶条件为
1

c
− βB

x− c
= 0,

所以

c =
x

1 + βB
.

比较 logx 的系数可得
B = 1 + βB, B =

1

1− β
.

因此最优消费比例为
c

x
= 1− β.

这说明折现越低，越愿意把蛋糕留给未来。

例 26.12 (增长模型的 Euler 方程). 确定性增长问题为

V (k) = max
0≤c≤f(k)+(1−δ)k

{u(c) + βV (f(k) + (1− δ)k − c)}.

令

k′ = f(k) + (1− δ)k − c.

消费的一阶条件为

u′(c) = βVk(k
′).

下一期包络条件为

Vk(k
′) = u′(c′){f ′(k′) + 1− δ}.

合并得到

u′(ct) = βu′(ct+1){f ′(kt+1) + 1− δ}.

这就是确定性增长模型的 Euler 方程。

例 26.13 (借贷约束下的角点). 若储蓄 a′ ≥ 0，预算为

c+ a′ = Ra+ y,

则 Bellman 方程为

V (a) = max
0≤a′≤Ra+y

{u(Ra+ y − a′) + βV (a′)}.
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内部解满足

u′(c) = βVa(a
′).

但若约束绑定 a′ = 0，一阶等式通常变成不等式：

u′(c) ≥ βVa(0).

经济含义是主体想借更多，但被下界约束挡住。

26.6 典型确定性模型

例 26.14 (机器替换问题). 机器年龄为 m。若继续使用，收益为 q(m)，下一期年龄为 m+1；

若替换，支付成本 C，收益为 q(0)− C，下一期年龄为 1。Bellman 方程为

V (m) = max{q(m) + βV (m+ 1), q(0)− C + βV (1)}.

当旧机器带来的当前收益损失和未来损失足够大时，替换成为最优。

例 26.15 (确定性资产积累). 家庭选择下一期资产 a′：

V (a) = max
a′≥a

{u(Ra+ y − a′) + βV (a′)}.

状态是资产 a，行动是下一期资产 a′，消费由预算约束残差决定。这个写法常比直接把消

费作为行动更方便，因为状态转移简单地是 at+1 = a′。

例 26.16 (不可逆投资). 若资本只能增加不能减少，则行动 i ≥ 0，

k′ = (1− δ)k + i.

不可逆约束会让最优投资出现等待区域：当当前资本已经太高时，企业不能卖掉资本，只

能通过折旧慢慢调整。Bellman 方程仍然成立，但 Euler 等式会被互补松弛条件替代。

例 26.17 (确定性 Ramsey 问题的递归形式). 社会规划者最大化
∞∑
t=0

βtu(ct)

subject to
ct + kt+1 = f(kt) + (1− δ)kt.

递归形式是

V (k) = max
0≤k′≤f(k)+(1−δ)k

{u(f(k) + (1− δ)k − k′) + βV (k′)}.

这里选择 k′ 而不是 c，能让转移 kt+1 = k′ 变得最干净。
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26.7 通往随机动态规划

本章的核心结构是

V (x) = max
a∈Γ(x)

{r(x, a) + βV (g(x, a))}.

Ch26 会把确定性转移 g(x, a) 替换为 Markov 转移：

V (x) = max
a∈Γ(x)

{
r(x, a) + β

∫
V (x′)Q(dx′|x, a)

}
.

因此，本章已经建立了最重要的递归思维：状态总结过去，行动权衡今天和未来，Bellman
算子把无限期问题变成固定点问题。

26.8 Exercises
习题 26.1. 定义确定性动态规划问题的状态、行动、收益和转移。

习题 26.2. 解释为什么状态变量必须包含所有影响未来可行性和收益的信息。

习题 26.3. 写出蛋糕消费问题的 Bellman 方程。

习题 26.4. 写出确定性资本积累问题的 Bellman 方程，其中行动为消费。

习题 26.5. 把确定性资本积累问题改写为选择下一期资本 k′ 的 Bellman 方程。

习题 26.6. 证明 Bellman 算子的单调性。

习题 26.7. 证明 Bellman 算子的折现性。

习题 26.8. 用单调性和折现性证明 Bellman 算子是压缩映射。

习题 26.9. 说明 β < 1 在压缩映射证明中的作用。

习题 26.10. 一状态问题满足 V = 2 + 0.8V。求 V。

习题 26.11. 一状态问题有两个行动，收益分别为 1 和 3，状态不变，β = 0.5。求最优值。

习题 26.12. 设 V0 = 0，一状态问题为 TV = 1 + βV。求 V1, V2, V3。

习题 26.13. 给定策略 π，定义 Vπ。

习题 26.14. 证明策略值函数满足递归方程。
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习题 26.15. 陈述并证明策略改进引理。

习题 26.16. 在两状态有限模型中，说明策略评价为何可化为线性方程。

习题 26.17. 对 V (x) = max0≤c≤x{
√
c+ βV (x− c)}，写出内部一阶条件。

习题 26.18. 对增长模型推导 Euler 方程。

习题 26.19. 解释包络条件的经济含义。

习题 26.20. 说明借贷约束绑定时 Euler 等式为何变成不等式。

习题 26.21. 设 V (x) = A+B logx 解对数蛋糕问题。求 B。

习题 26.22. 在对数蛋糕问题中求最优消费比例。

习题 26.23. 写出机器替换问题的 Bellman 方程。

习题 26.24. 解释不可逆投资为什么会产生等待区域。

习题 26.25. 区分值函数迭代和策略迭代。

习题 26.26. 若 ‖V0 − V ∗‖∞ ≤ 10、β = 0.9，给出第 n 次迭代误差上界。

习题 26.27. 若 β = 0.5，要使误差上界低于 0.01，需要多少次迭代可保证？

习题 26.28. 说明确定性动态规划和 Ch26 随机动态规划的主要差别。

习题 26.29. 给出一个行动影响未来状态但不影响当前收益的例子。

习题 26.30. 给出一个行动影响当前收益但不影响未来状态的例子。

习题 26.31. 若 r 无界，为什么本章的简单压缩定理不能直接套用？

习题 26.32. 解释为什么最大值存在通常需要紧致性和连续性条件。

习题 26.33. 在资产积累问题中，为什么选择 a′ 作为行动常比选择 c 更方便？

习题 26.34. 写出确定性 Ramsey 问题的递归形式。

习题 26.35. 用一句话概括 Bellman 方程的学习逻辑。



362 第二十六章 确定性动态规划

26.9 Solutions
本章解答的关键是始终追问三件事：状态是否充分，行动是否可行，今天的选择如何

改变明天的状态。

解答 26.1. 状态 x 总结与未来有关的信息；行动 a 是当前可选控制；收益 r(x, a) 是当

期回报；转移 g(x, a) 给出下一期状态。确定性问题没有随机冲击，因此给定 x 和 a 后，

x′ = g(x, a) 是确定的。

解答 26.2. 如果状态遗漏了影响未来的变量，则相同状态会对应不同的未来可行集或收益。
这样从“同一个状态”出发的问题并不相同，Bellman 方程无法成立。状态必须让未来问
题只依赖当前状态，而不依赖更早历史。

解答 26.3. 若状态为剩余蛋糕 x，消费 c ∈ [0, x]，转移 x′ = x− c，则

V (x) = max
0≤c≤x

{u(c) + βV (x− c)}.

解答 26.4. 若行动为消费 c，资源为 f(k) + (1− δ)k，则

V (k) = max
0≤c≤f(k)+(1−δ)k

{u(c) + βV (f(k) + (1− δ)k − c)}.

解答 26.5. 令行动为 k′。消费由

c = f(k) + (1− δ)k − k′

决定。Bellman 方程为

V (k) = max
0≤k′≤f(k)+(1−δ)k

{u(f(k) + (1− δ)k − k′) + βV (k′)}.

解答 26.6. 若 V ≤ W，则对任意可行 a，

r(x, a) + βV (g(x, a)) ≤ r(x, a) + βW (g(x, a)).

对 a 取上确界，得 TV (x) ≤ TW (x)。

解答 26.7. 对常数 m，

T (V +m)(x) = sup
a
{r(x, a) + βV (g(x, a)) + βm} = TV (x) + βm.

解答 26.8. 令 d = ‖V −W‖∞。则 W − d ≤ V ≤ W + d。由单调性和折现性，

TW − βd ≤ TV ≤ TW + βd.

所以

‖TV − TW‖∞ ≤ βd = β ‖V −W‖∞ .
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解答 26.9. β < 1 使误差被严格缩小。如果 β = 1，只能得到非扩张映射，压缩映射定理不

能保证唯一固定点和从任意初值收敛。

解答 26.10.
V = 2 + 0.8V ⇒ 0.2V = 2 ⇒ V = 10.

解答 26.11. 状态不变，所以总是选收益较高的行动 3。值函数满足

V = 3 + 0.5V,

故

V = 6.

解答 26.12. 由 Vn+1 = 1 + βVn 且 V0 = 0，

V1 = 1, V2 = 1 + β, V3 = 1 + β + β2.

解答 26.13. 给定策略 π 后，策略值函数为

Vπ(x) =
∞∑
t=0

βtr(xt, π(xt)),

其中 x0 = x，xt+1 = g(xt, π(xt))。

解答 26.14. 把第一期收益和剩余尾部收益分开：

Vπ(x) = r(x, π(x)) + β
∞∑
t=1

βt−1r(xt, π(xt)).

尾部从 x1 = g(x, π(x)) 开始，因此

Vπ(x) = r(x, π(x)) + βVπ(g(x, π(x))).

解答 26.15. 若
r(x, π′(x)) + βVπ(g(x, π

′(x))) ≥ Vπ(x),

沿 π′ 反复代入，得

Vπ(x0) ≤
n∑
t=0

βtr(xt, π
′(xt)) + βn+1Vπ(xn+1).

有界性和 β < 1 使最后一项趋于零，故 Vπ(x0) ≤ Vπ′(x0)。
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解答 26.16. 有限状态下，给定策略 π 诱导收益向量 rπ 和确定性转移矩阵 Pπ。策略值满

足

Vπ = rπ + βPπVπ,

即

(I − βPπ)Vπ = rπ.

这是线性方程组。

解答 26.17. 内部解对 c 求导：

1

2
√
c
− βV ′(x− c) = 0.

第一项是当前边际效用，第二项是留下蛋糕的折现边际价值。

解答 26.18. Bellman 方程为

V (k) = max
c

{u(c) + βV (f(k) + (1− δ)k − c)}.

一阶条件：

u′(ct) = βVk(kt+1).

下一期包络：

Vk(kt+1) = u′(ct+1)(f
′(kt+1) + 1− δ).

合并得

u′(ct) = βu′(ct+1)(f
′(kt+1) + 1− δ).

解答 26.19. 包络条件说明状态多一单位时，值函数增加多少。它包含当前收益的直接变
化，以及状态通过转移函数影响未来价值的间接变化。

解答 26.20. 当约束绑定时，主体无法选择无约束一阶条件要求的行动。此时最优性要求可
行方向上不能提高目标，所以边际条件变成不等式，而不是等式。

解答 26.21. 对数蛋糕问题中比较 logx 的系数：

B = 1 + βB.

因此

B =
1

1− β
.
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解答 26.22. 一阶条件给出
c =

x

1 + βB
.

代入 B = 1/(1− β)，得

c = (1− β)x.

解答 26.23. 若继续使用机器：
q(m) + βV (m+ 1).

若替换：

q(0)− C + βV (1).

所以

V (m) = max{q(m) + βV (m+ 1), q(0)− C + βV (1)}.

解答 26.24. 不可逆投资要求 i ≥ 0，因此资本太高时不能立即降到理想水平，只能等待折

旧。等待区域中，调整的边际收益不足以覆盖投资成本，所以企业选择零投资。

解答 26.25. 值函数迭代反复更新 Vn+1 = TVn。策略迭代先评价一个策略，再用评价结果

改进策略。前者稳健简单，后者在有限状态中常更快。

解答 26.26. 压缩映射给出

‖Vn − V ∗‖∞ ≤ βn ‖V0 − V ∗‖∞ .

所以误差上界为

10(0.9)n.

解答 26.27. 需要
10(0.5)n < 0.01,

即

(0.5)n < 0.001.

因为 210 = 1024，所以 n = 10 次足够。

解答 26.28. 确定性动态规划中 x′ = g(x, a) 是确定的；随机动态规划中下一期状态服从

Q(·|x, a)，未来价值变成条件期望或积分。

解答 26.29. 投资就是例子：投资 i 可能降低当前净收益，但提高下一期资本 k′，从而提

高未来产出。
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解答 26.30. 一次性努力成本影响当前收益，但若状态永远不变，例如单状态行动选择问
题，则行动不影响未来状态。

解答 26.31. 若 r 无界，T 可能不把有界函数映到有界函数，值函数也可能无界。因此不

能直接在 B(X) 上应用简单压缩定理，需要加权范数或增长条件。

解答 26.32. Bellman 右侧通常要对行动集合取最大值。连续函数在紧集上能取到最大值；
若缺少紧致性或连续性，最大值可能只存在上确界而没有最优行动。

解答 26.33. 选择 a′ 时，下一期状态直接等于行动，预算约束自动决定消费：

c = Ra+ y − a′.

这样转移最简单，适合资产积累问题。

解答 26.34. 递归形式为

V (k) = max
0≤k′≤f(k)+(1−δ)k

{u(f(k) + (1− δ)k − k′) + βV (k′)}.

解答 26.35. Bellman方程把“从今天开始的无限期最优选择”写成“今天最优行动加上明
天状态的最优价值”。

26.10 Computation Lab
本章计算实验围绕确定性 Bellman 算子展开。所有实验都应保存参数、网格、停止准

则和误差序列，避免只报告最终策略。

1. 在有限网格上实现蛋糕消费问题的值函数迭代，记录 ‖Vn+1 − Vn‖∞。

2. 对确定性增长模型离散化资本网格，比较选择 c 和选择 k′ 两种写法的计算便利性。

3. 实现三状态投资问题，分别做值函数迭代和策略迭代，比较迭代次数。

4. 在资产积累问题中加入借贷约束 a′ ≥ 0，画出最优储蓄规则并标出约束绑定区域。

5. 用不同 β 重复值函数迭代，验证折现因子越接近 1，收敛越慢。

最小伪代码如下：

choose grid X = {x1, . . . , xN};
initialize V0(xi) = 0;

for n = 0, 1, . . . :

Vn+1(xi) = maxa∈Γ(xi){r(xi, a) + βVn(g(xi, a))};
stop if ‖Vn+1 − Vn‖∞ < ε.
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若 g(xi, a) 不落在网格上，需要插值。初版实验可以先使用会落在网格上的离散状态

模型，后续再加入线性插值。



第二十七章 随机动态规划与 Markov 决
策

27.1 从确定性转移到随机转移

Ch25 的 Bellman 方程是

V (x) = sup
a∈Γ(x)

{r(x, a) + βV (g(x, a))}.

如果下一期状态受到收入冲击、就业冲击、生产率冲击或资产收益冲击影响，那么给定 x

和 a 后，x′ 不再是一个确定点，而是一个条件分布。随机动态规划把未来价值写成条件期

望：

V (x) = sup
a∈Γ(x)

{
r(x, a) + β

∫
V (x′)Q(dx′ | x, a)

}
.

这里 Q(· | x, a) 是 Markov 核。

定义 27.1 (Markov 决策问题). Markov 决策问题由状态空间 X、行动空间 A、可行对应

Γ : X ⇒ A、当期收益 r(x, a)、折现因子 β ∈ (0, 1) 和转移核 Q(· | x, a) 构成。给定当前状
态 x 和行动 a，下一期状态 x′ 按 Q(· | x, a) 分布。

定义 27.2 (Markov 策略). Markov 策略是函数

π : X → A, π(x) ∈ Γ(x).

它只依赖当前状态，而不依赖完整历史。

例 27.1 (就业状态与储蓄). 状态为 x = (a, e)，其中 a 是资产，e ∈ {0, 1} 表示失业或就业。
家庭选择下一期资产 a′，消费为

c = Ra+ y(e)− a′.

368
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就业状态按矩阵

P =

(
0.8 0.2

0.1 0.9

)
转移。这里行动影响资产，随机冲击影响就业状态，因此下一期状态 (a′, e′)的分布由 P (e, e′)

给出。

例 27.2 (确定性模型是随机模型的特例). 若确定性转移为 x′ = g(x, a)，可定义

Q(B | x, a) = 1{g(x,a)∈B}.

于是 ∫
V (x′)Q(dx′ | x, a) = V (g(x, a)).

所以 Ch25 的 Bellman 方程是本章随机 Bellman 方程的退化特例。

27.2 有限状态 Markov 决策

先从有限状态看。设

X = {1, . . . , n}.

给定行动 a，转移概率为

Pij(a) = Pr(xt+1 = j | xt = i, at = a).

Bellman 方程为

V (i) = max
a∈Γ(i)

{
r(i, a) + β

n∑
j=1

Pij(a)V (j)

}
.

例 27.3 (两状态维修决策). 机器状态 1 表示好，状态 2 表示坏。行动 a = 0 表示继续使

用，a = 1表示维修。若继续使用，好机器变坏概率较高；若维修，下一期变好的概率较高。

Bellman 方程是

V (i) = max
a∈{0,1}

{
r(i, a) + β

2∑
j=1

Pij(a)V (j)

}
.

维修的成本降低当前收益，但改善未来状态分布。

例 27.4 (有限状态收入风险). 资产 a ∈ {0, 1, 2}，收入 y ∈ {yL, yH}。状态是 (a, y)。若选

择 a′，消费为

c = Ra+ y − a′.
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收入转移矩阵为 P。Bellman 方程为

V (a, y) = max
a′∈Γ(a,y)

{
u(Ra+ y − a′) + β

∑
y′

P (y, y′)V (a′, y′)

}
.

相比确定性储蓄问题，未来价值现在是不同收入状态下价值的加权平均。

例 27.5 (行动改变转移概率). 失业者可选择低努力或高努力找工作。高努力成本为 cH，但

就业概率更高。若 e = 0 表示失业，e = 1 表示就业，则

Pr(e′ = 1 | e = 0, H) > Pr(e′ = 1 | e = 0, L).

Bellman 方程中，高努力同时降低当前收益并提高未来就业状态的分布。

27.3 一般状态空间与 Markov 核
Ch21 已经引入 Markov 核。这里它进入控制问题。

定义 27.3 (转移核). 给定状态 x 和行动 a，Q(· | x, a) 是 X 上的概率测度。对每个可测集

合 B ⊂ X，

Q(B | x, a)

表示下一期状态落在 B 中的条件概率。

定义 27.4 (随机 Bellman 算子). 对有界函数 V : X → R，定义

(TV )(x) = sup
a∈Γ(x)

{
r(x, a) + β

∫
V (x′)Q(dx′ | x, a)

}
.

例 27.6 (连续收入冲击). 设资产状态为 a，收入冲击 z′ 服从分布 F (· | z)，下一期资产由
行动 a′ 决定。状态为 (a, z)，下一期状态为 (a′, z′)。Bellman 方程是

V (a, z) = max
a′∈Γ(a,z)

{
u(Ra+ y(z)− a′) + β

∫
V (a′, z′)F (dz′ | z)

}
.

这里积分只对外生冲击 z′ 进行，因为 a′ 已由行动选定。

例 27.7 (库存问题). 库存 s 是状态，订货量 q 是行动，需求 D′ 随机。下一期库存为

s′ = max{0, s+ q −D′}.

若需求分布为 F，则∫
V (s′)Q(ds′ | s, q) =

∫
V (max{0, s+ q − d})F (dd).

订货提高满足需求的概率，但也提高持有成本。
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27.4 策略值函数

给定 Markov 策略 π，状态按

Qπ(· | x) = Q(· | x, π(x))

转移，当期收益为

rπ(x) = r(x, π(x)).

定义 27.5 (策略值函数). 策略 π 的值函数定义为

Vπ(x) = Eπx

[
∞∑
t=0

βtr(xt, π(xt))

]
.

定理 27.1 (Markov 策略值递归). 若收益有界，则策略值函数满足

Vπ(x) = r(x, π(x)) + β

∫
Vπ(x

′)Q(dx′ | x, π(x)).

证明. 把总回报分为第一期收益和尾部收益：

Vπ(x) = r(x, π(x)) + Eπx

[
∞∑
t=1

βtr(xt, π(xt))

]
.

将尾部折现提出一项：

Vπ(x) = r(x, π(x)) + βEπx

[
∞∑
t=1

βt−1r(xt, π(xt))

]
.

给定 x1 = x′ 后，括号内的条件期望正是 Vπ(x
′)。对 x′ 的条件分布 Q(dx′ | x, π(x)) 积分，

得到结论。

例 27.8 (有限状态策略评价). 有限状态下，给定策略 π 后有收益向量 rπ 和转移矩阵 Pπ。

策略值满足

Vπ = rπ + βPπVπ.

因此

(I − βPπ)Vπ = rπ.

这和 Ch25 的确定性策略评价形式相同，只是 Pπ 现在是真正的概率转移矩阵。

例 27.9 (两状态策略值计算). 设

rπ =

(
1

3

)
, Pπ =

(
0.8 0.2

0.4 0.6

)
, β = 0.5.

则

(I − 0.5Pπ)Vπ = rπ.

解这个二元线性方程即可得到两个状态下沿策略 π 的期望折现回报。
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27.5 随机 Bellman 算子的压缩性

命题 27.1 (随机 Bellman 算子的单调性). 若 V (x) ≤ W (x) 对所有 x 成立，则

TV (x) ≤ TW (x)

对所有 x 成立。

证明. 对任意 a ∈ Γ(x)，由于 Q(· | x, a) 是概率测度，∫
V (x′)Q(dx′ | x, a) ≤

∫
W (x′)Q(dx′ | x, a).

加上相同的 r(x, a)，再对 a 取上确界，得到结论。

命题 27.2 (随机 Bellman 算子的折现性). 对任意常数 m，

T (V +m)(x) = TV (x) + βm.

证明. 因为 Q(· | x, a) 是概率测度，∫
[V (x′) +m]Q(dx′ | x, a) =

∫
V (x′)Q(dx′ | x, a) +m.

代回 Bellman 算子，得到 T (V +m) = TV + βm。

定理 27.2 (随机 Bellman 压缩定理). 若 r 有界、β ∈ (0, 1)，且 T 作用在有界函数空间

B(X) 上，则

‖TV − TW‖∞ ≤ β ‖V −W‖∞ .

因此 Bellman 方程 V = TV 有唯一有界解，并且值函数迭代从任意有界初值收敛。

证明. 令 d = ‖V −W‖∞。则
W − d ≤ V ≤ W + d.

由单调性和折现性，

TW − βd ≤ TV ≤ TW + βd.

所以

|TV (x)− TW (x)| ≤ βd

对所有 x 成立。取上确界即得压缩不等式。唯一性和迭代收敛由 Banach 压缩映射定理推
出。
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例 27.10 (随机与确定性收敛速度相同). 压缩常数仍是 β，不是冲击方差。若 β = 0.95，即使

状态转移非常随机，值函数迭代的最坏情形误差上界仍按 0.95n 收缩。随机性改变 Bellman
算子的内容，但折现因子控制全局压缩速度。

例 27.11 (值函数迭代的有限状态一步). 两状态问题中，若

V0 = (0, 0), r(1, a) = 1, r(2, a) = 2,

且只有一个行动，则

V1 = (1, 2).

第二步为

V2(i) = r(i) + β
∑
j

PijV1(j).

这一步把下一期不同状态的价值按转移概率加权。

27.6 策略改进与最优策略

对任意函数 V，定义贪婪策略 πV 为

πV (x) ∈ arg max
a∈Γ(x)

{
r(x, a) + β

∫
V (x′)Q(dx′ | x, a)

}
,

若最大值存在。

命题 27.3 (随机策略改进引理). 若策略 π′ 满足

r(x, π′(x)) + β

∫
Vπ(x

′)Q(dx′ | x, π′(x)) ≥ Vπ(x)

对所有 x 成立，则

Vπ′(x) ≥ Vπ(x)

对所有 x 成立。

证明. 沿策略 π′ 迭代上述不等式。设 xt+1 按 Q(· | xt, π′(xt)) 抽取，则

Vπ(x0) ≤ Eπ′

x0

[
n∑
t=0

βtr(xt, π
′(xt)) + βn+1Vπ(xn+1)

]
.

若 Vπ 有界，最后一项随 n→ ∞ 消失。极限给出

Vπ(x0) ≤ Vπ′(x0).
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例 27.12 (搜索问题中的保留工资). 失业者每期收到工资报价 w，选择接受或拒绝。接受

后得到工作价值 W (w)，拒绝则获得失业补助 b 并等待下一期新报价。Bellman 方程形如

V (w) = max
{
W (w), b+ β

∫
V (w′)F (dw′)

}
.

若 W (w) 随 w 上升，则存在保留工资规则：高于阈值接受，低于阈值拒绝。

例 27.13 (资产储蓄中的预防性储蓄). 收入有风险时，Bellman 方程为

V (a, y) = max
a′≥a

{
u(Ra+ y − a′) + β

∑
y′

P (y, y′)V (a′, y′)

}
.

较高的未来低收入概率会提高储蓄倾向，因为 a′ 同时影响所有未来收入状态下的消费缓

冲。

27.7 随机 Euler 方程
考虑资产积累问题

V (a, y) = max
a′≥a

{u(Ra+ y − a′) + βE[V (a′, y′) | y]} .

若最优 a′ 是内部解，则一阶条件为

u′(ct) = βE[Va(at+1, yt+1) | yt].

若包络条件为

Va(at, yt) = Ru′(ct),

则得到随机 Euler 方程
u′(ct) = βRE[u′(ct+1) | yt].

命题 27.4 (随机 Euler 方程). 在光滑、内部、可交换微分与期望的条件下，资产积累问题
的最优路径满足

u′(ct) = βRE[u′(ct+1) | xt].

证明. Bellman 方程中选择 a′，消费为 c = Ra+ y − a′。内部一阶条件为

−u′(c) + βE[Va(a′, y′) | y] = 0.

下一期包络条件给出

Va(a
′, y′) = Ru′(c′).
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代入一阶条件，得到

u′(c) = βRE[u′(c′) | y].

沿最优路径记号化即得结论。

例 27.14 (无风险利率下的随机消费平滑). 若 βR = 1，Euler 方程变成

u′(ct) = E[u′(ct+1) | xt].

边际效用是鞅。若效用严格凹，收入风险会让主体倾向持有缓冲资产，因为低消费状态的

边际效用特别高。

例 27.15 (借贷约束绑定). 若 a′ ≥ a 绑定，则内部 Euler 等式变为

u′(ct) ≥ βRE[u′(ct+1) | xt].

左边更大说明主体希望把消费移向未来或借更多，但约束使其无法降低当前资产到约束以

下。

27.8 计算与模拟

例 27.16 (有限状态矩阵算法). 有限状态 MDP 的值函数迭代为

Vn+1(i) = max
a∈Γ(i)

{
r(i, a) + β

∑
j

Pij(a)Vn(j)

}
.

每轮只需对每个状态、每个行动计算一个加权和。若状态数为 N、行动数为 M，朴素一轮

复杂度约为 O(N2M)。

例 27.17 (连续资产网格). 资产储蓄问题中，把资产网格设为

a1 < · · · < aN .

对每个当前状态 (ai, y)，枚举可行 a′j，计算

u(Rai + y − a′j) + β
∑
y′

P (y, y′)Vn(a
′
j, y

′).

这避免了插值，适合作为第一版程序。之后可以允许 a′ 连续并对 Vn(a
′, y′) 插值。

例 27.18 (模拟策略诱导路径). 一旦得到策略 π(a, y)，可从 (a0, y0) 出发模拟：

at+1 = π(at, yt),

再按 P (yt, ·) 抽取 yt+1。重复很多期后，可以估计平均资产、约束绑定频率和消费波动。这

些模拟量帮助检查策略的经济含义。
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27.9 与后续章节的接口

本章建立了

V (x) = max
a∈Γ(x)

{
r(x, a) + β

∫
V (x′)Q(dx′ | x, a)

}
.

Ch27会把单个主体的随机动态规划放进均衡中，使价格、分布和个体政策同时决定。Ch28
会把条件期望、随机贴现因子和资产价格结合起来。后续连续时间章节会把离散时间条件

期望极限化为 HJB 方程。这里最重要的概念已经出现：状态、Markov 核、策略、Bellman
固定点和期望下的最优性。

27.10 Exercises
习题 27.1. 定义 Markov 决策问题。

习题 27.2. 解释确定性转移函数和 Markov 核的区别。

习题 27.3. 写出有限状态 Markov 决策问题的 Bellman 方程。

习题 27.4. 写出一般状态空间中的积分型 Bellman 方程。

习题 27.5. 说明确定性动态规划如何作为随机动态规划的特例。

习题 27.6. 定义 Markov 策略。

习题 27.7. 定义给定策略 π 的策略值函数。

习题 27.8. 证明 Markov 策略值递归。

习题 27.9. 有限状态下，写出策略评价的矩阵方程。

习题 27.10. 证明随机 Bellman 算子的单调性。

习题 27.11. 证明随机 Bellman 算子的折现性。

习题 27.12. 证明随机 Bellman 算子的压缩性。

习题 27.13. 说明为什么压缩常数仍然是 β。

习题 27.14. 一状态随机问题满足 V = 5 + 0.9V。求 V。

习题 27.15. 两状态单行动模型中，给定 r = (1, 2)′、β = 0.5 和转移矩阵 P。写出 V 的线

性方程。
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习题 27.16. 写出收入风险储蓄问题的 Bellman 方程。

习题 27.17. 在收入风险储蓄问题中，说明为什么未来价值要对 y′ 求期望。

习题 27.18. 推导资产积累问题的随机 Euler 方程。

习题 27.19. 解释随机 Euler 方程中的条件期望。

习题 27.20. 说明借贷约束绑定时 Euler 等式如何变成不等式。

习题 27.21. 写出搜索模型的接受/拒绝 Bellman 方程。

习题 27.22. 解释保留工资规则的直觉。

习题 27.23. 写出库存问题中的转移函数。

习题 27.24. 说明行动如何影响转移概率。

习题 27.25. 陈述随机策略改进引理。

习题 27.26. 证明随机策略改进引理。

习题 27.27. 区分值函数迭代和策略迭代在随机模型中的步骤。

习题 27.28. 若 β = 0.95，给出值函数迭代 n 轮后的误差收缩上界。

习题 27.29. 有限状态模型中，为什么策略模拟需要随机抽样？

习题 27.30. 连续状态模型中，为什么常需要插值？

习题 27.31. 说明 Markov 核的可测性为什么重要。

习题 27.32. 给出一个外生冲击和内生状态同时存在的例子。

习题 27.33. 说明 Ch26 与 Ch27 递归竞争均衡的关系。

习题 27.34. 说明 Ch26 与 Ch28 离散时间资产定价的关系。

习题 27.35. 用一句话概括随机动态规划的核心变化。
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27.11 Solutions

本章解答的核心是把“未来价值”从确定性点值改成条件期望。只要看清楚下一期状

态的分布，随机 Bellman 方程就和确定性版本有同一骨架。

解答 27.1. Markov 决策问题由状态空间 X、行动空间 A、可行对应 Γ(x)、收益 r(x, a)、

折现因子 β 和转移核 Q(· | x, a) 构成。主体在状态 x 选择 a，得到当期收益，并使下一期

状态按 Q(· | x, a) 分布。

解答 27.2. 确定性转移函数 g(x, a) 给出唯一下一期状态。Markov 核 Q(· | x, a) 给出下一
期状态的条件分布。因此随机模型中的未来价值是积分或期望，而不是单点值。

解答 27.3. 有限状态下，

V (i) = max
a∈Γ(i)

{
r(i, a) + β

∑
j

Pij(a)V (j)

}
.

解答 27.4. 一般状态空间中，

V (x) = sup
a∈Γ(x)

{
r(x, a) + β

∫
V (x′)Q(dx′ | x, a)

}
.

解答 27.5. 若 Q 把全部概率放在 g(x, a) 上，即

Q(B | x, a) = 1{g(x,a)∈B},

则 ∫
V (x′)Q(dx′ | x, a) = V (g(x, a)).

这就回到确定性 Bellman 方程。

解答 27.6. Markov 策略是只依赖当前状态的可行行动规则：

π(x) ∈ Γ(x).

它不依赖完整历史。

解答 27.7. 策略 π 的值函数为

Vπ(x) = Eπx
∞∑
t=0

βtr(xt, π(xt)).
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解答 27.8. 拆出第一期收益：

Vπ(x) = r(x, π(x)) + βE[Vπ(x1) | x0 = x].

而 x1 的条件分布为 Q(dx′ | x, π(x))，所以

Vπ(x) = r(x, π(x)) + β

∫
Vπ(x

′)Q(dx′ | x, π(x)).

解答 27.9. 有限状态下，策略 π 诱导收益向量 rπ 和转移矩阵 Pπ，策略值满足

Vπ = rπ + βPπVπ,

即

(I − βPπ)Vπ = rπ.

解答 27.10. 若 V ≤ W，则对任何概率测度 Q(· | x, a)，∫
V dQ ≤

∫
W dQ.

代入 Bellman 算子并对行动取上确界，得到 TV ≤ TW。

解答 27.11. 因为 Q 是概率测度，∫
(V +m)dQ =

∫
V dQ+m.

因此

T (V +m) = TV + βm.

解答 27.12. 令 d = ‖V −W‖∞。有 W − d ≤ V ≤ W + d。由单调性和折现性，

TW − βd ≤ TV ≤ TW + βd.

所以

‖TV − TW‖∞ ≤ β ‖V −W‖∞ .

解答 27.13. 随机转移只是在未来状态上取概率加权平均。概率平均不会放大上确界误差；
真正缩小误差的是外面的折现因子 β。

解答 27.14.
V = 5 + 0.9V ⇒ 0.1V = 5 ⇒ V = 50.
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解答 27.15. 线性方程为
V = r + βPV,

即

(I − 0.5P )V =

(
1

2

)
.

解答 27.16. 若状态为 (a, y)，选择 a′，消费 c = Ra+ y − a′，收入转移为 P (y, y′)，则

V (a, y) = max
a′∈Γ(a,y)

{
u(Ra+ y − a′) + β

∑
y′

P (y, y′)V (a′, y′)

}
.

解答 27.17. 因为当前选择 a′ 后，下一期收入 y′ 仍不确定。未来价值依赖 y′，所以要按 y′

的条件概率加权平均。

解答 27.18. 内部一阶条件给出

u′(ct) = βE[Va(at+1, yt+1) | yt].

包络条件为

Va(at+1, yt+1) = Ru′(ct+1).

代入得

u′(ct) = βRE[u′(ct+1) | yt].

解答 27.19. 条件期望表示在今天信息下，对明天不同收入或状态的边际效用加权平均。它
不是事后实现值，而是决策时面对的不确定未来价值。

解答 27.20. 约束绑定时，主体不能按无约束最优条件调整 a′。若下界绑定，通常有

u′(ct) ≥ βRE[u′(ct+1) | xt],

表示主体想更多地把资源移向未来或放松约束，但不可行。

解答 27.21. 若工资报价为 w，接受价值为 W (w)，拒绝获得补助 b 并等待新报价，则

V (w) = max
{
W (w), b+ β

∫
V (w′)F (dw′)

}
.

解答 27.22. 接受价值随工资上升，拒绝价值通常与当前工资无关或较平。于是存在一个工
资阈值：低工资时等待更好报价，高工资时接受。

解答 27.23. 若库存为 s，订货量为 q，需求为 D′，则下一期库存可写为

s′ = max{0, s+ q −D′}.
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解答 27.24. 行动可能改变下一期状态的概率。例如求职努力越高，就业概率越大；维修机
器会提高下一期机器处于好状态的概率。

解答 27.25. 若策略 π′ 满足

r(x, π′(x)) + β

∫
Vπ(x

′)Q(dx′ | x, π′(x)) ≥ Vπ(x),

则 Vπ′(x) ≥ Vπ(x) 对所有 x 成立。

解答 27.26. 沿 π′ 迭代上式并取期望：

Vπ(x0) ≤ Eπ′

[
n∑
t=0

βtr(xt, π
′(xt)) + βn+1Vπ(xn+1)

]
.

有界性使最后一项趋于零，极限即为 Vπ′(x0)，所以 Vπ′ ≥ Vπ。

解答 27.27. 值函数迭代反复应用最优 Bellman算子。策略迭代先固定策略求 Vπ，再用 Vπ

构造改进策略。随机模型中策略评价通常涉及期望或转移矩阵。

解答 27.28. 误差满足
‖Vn − V ∗‖∞ ≤ 0.95n ‖V0 − V ∗‖∞ .

解答 27.29. 给定策略后，下一期状态仍按转移概率随机实现。模拟路径必须根据这些概率
抽样，才能反映策略诱导的状态分布。

解答 27.30. 连续状态下，转移后的状态或选择的 a′ 往往不落在预设网格上。为了计算

V (a′)，需要用附近网格点的值进行插值。

解答 27.31. 可测性保证 x 7→
∫
V (x′)Q(dx′ | x, a) 是可测函数，也保证策略和期望对象有

良好定义。没有这些条件，Bellman 算子可能不把可测函数映到可测函数。

解答 27.32. 资产储蓄模型就是例子：资产 a是内生状态，收入 y是外生冲击。状态为 (a, y)，

行动 a′ 控制资产，收入按 Markov 链转移。

解答 27.33. Ch26 给出单个主体在给定价格和转移下的最优决策。Ch27 会把许多个体决
策、价格和分布演化放在一起，形成递归竞争均衡。

解答 27.34. Ch26 的条件期望和状态价格思想为 Ch28 做准备。资产定价中，未来支付依
赖随机状态，价格由折现后的条件期望刻画。

解答 27.35. 随机动态规划把确定性未来价值

V (g(x, a))

替换为未来价值的条件期望 ∫
V (x′)Q(dx′ | x, a).
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27.12 Computation Lab
本章计算实验的目标是把 Markov 核变成可计算的转移矩阵、加权和或模拟抽样。

1. 实现两状态维修问题的值函数迭代，输出最优维修规则。

2. 给定一个策略，构造 Pπ 和 rπ，用线性方程 (I − βPπ)Vπ = rπ 做策略评价。

3. 在收入风险储蓄问题中离散化资产和收入，枚举 a′，计算最优储蓄规则。

4. 对同一个储蓄模型模拟 10000 期，报告平均资产、平均消费和约束绑定频率。

5. 比较不同收入持续性下的储蓄政策，观察预防性储蓄如何变化。

有限状态值函数迭代的伪代码为

initialize V0(i) = 0;

for n = 0, 1, . . . :

for each state i :
Vn+1(i) = maxa∈Γ(i)

{
r(i, a) + β

∑
j Pij(a)Vn(j)

}
;

stop if ‖Vn+1 − Vn‖∞ < ε.

连续状态初版可先把状态和行动都限制在网格上。若最优行动或转移状态不落在网格

上，再加入线性插值；在正式数值章节中再讨论误差和加速。
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模型

28.1 从单个主体到均衡系统

Ch26 研究给定转移核、价格和约束时，一个主体如何求解随机动态规划。宏观金融和
异质性主体模型还需要一步：价格本身要由所有主体的选择共同决定，个体状态分布也要

由个体政策共同推动。因此递归竞争均衡的对象不只是值函数，而是一组相互一致的对象：

价格 政策函数 分布 市场清算 分布运动规律.

定义 28.1 (个体状态与总体状态). 个体状态 s 描述单个主体的资产、收入、生产率或就业

状态。总体状态 S 描述价格、总资本、总生产率或个体状态分布等影响所有主体决策的变

量。

定义 28.2 (分布状态). 若经济中有连续统主体，个体状态 s ∈ X 的横截面分布记为 µ ∈
P(X)。分布 µ 本身可以作为总体状态的一部分。

例 28.1 (资产和收入的横截面分布). 家庭状态为 s = (a, y)，其中 a 是资产，y 是收入状

态。分布 µ(a, y) 表示经济中处于资产 a、收入 y 的家庭比例。总资产供给为

A(µ) =
∑
a,y

a µ(a, y)

在有限状态近似中。市场清算会要求这个总资产供给等于企业或政府需要吸收的资产量。

例 28.2 (总体生产率作为公共状态). 若所有家庭面对同一个总生产率 Zt，且 Zt 按 Markov
链转移，那么总体状态至少包含 Zt。若个体资产分布影响资本供给和利率，总体状态还应

包含 µt。因此自然的总体状态是

St = (Zt, µt).

383
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28.2 给定价格下的个体递归问题

先固定价格序列或递归价格函数。家庭在给定工资 w、利率 r 和收入转移矩阵 P 下，

选择下一期资产。

例 28.3 (给定价格的家庭问题). 设家庭收入状态为 y，资产为 a，工资为 w，利率为 r。预

算约束为

c+ a′ = (1 + r)a+ wy.

若借贷下界为 a，Bellman 方程为

V (a, y) = max
a′≥a

{
u((1 + r)a+ wy − a′) + β

∑
y′

P (y, y′)V (a′, y′)

}
.

这里 w, r 被家庭当作给定，但在均衡中它们由总资本和劳动共同决定。

定义 28.3 (个体政策函数). 给定价格和总体状态，个体最优政策函数写作

a′ = ga(a, y;S), c = gc(a, y;S).

政策函数把当前个体状态和总体状态映射到行动。

例 28.4 (借贷约束和储蓄政策). 若低收入家庭资产接近下界 a，其最优 a′ 可能等于 a。高

资产或高收入家庭通常选择更高 a′。政策函数 ga(a, y) 的形状决定了下一期资产分布如何

由今天的分布推出。

28.3 分布运动规律

给定个体政策和外生冲击转移，横截面分布会被推动到下一期。有限状态下，这就是

矩阵乘法；一般状态下，这是推前测度和 Markov 核的组合。

定义 28.4 (政策诱导的转移核). 若个体状态为 s = (a, y)，政策为 a′ = ga(a, y)，收入转移

为 P (y, y′)，则政策诱导的转移核为

Qg((a
′, y′) | a, y) = 1{a′=ga(a,y)}P (y, y

′)

在离散资产网格上。

命题 28.1 (政策诱导的分布更新). 有限状态下，若当前分布为行向量 µt，政策诱导转移矩

阵为 Qg，则

µt+1 = µtQg.
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证明. 下一期处于状态 j 的比例等于所有今天状态 i 的比例乘以从 i 到 j 的概率后求和：

µt+1(j) =
∑
i

µt(i)Qg(i, j).

这正是行向量矩阵乘法 µt+1 = µtQg。

例 28.5 (两资产两收入的转移). 资产 a ∈ {0, 1}，收入 y ∈ {L,H}，共有四个状态。若政
策规定低收入低资产家庭保持 a′ = 0，高收入低资产家庭转到 a′ = 1，则每个当前状态的

下一期资产由政策确定，下一期收入由 P 随机决定。把四个状态排序后，就能写出 4 × 4

的 Qg。

定义 28.5 (不变分布). 若分布 µ∗ 满足

µ∗ = µ∗Qg,

则称 µ∗ 是政策 g 下的不变分布。

命题 28.2 (不变分布的固定点条件). 有限状态下，µ∗ 是不变分布，当且仅当它是转移矩阵

Qg 的左特征向量，且对应特征值为 1，并满足∑
i

µ∗
i = 1, µ∗

i ≥ 0.

证明. 不变分布定义为 µ∗ = µ∗Qg。这等价于

µ∗Qg = 1 · µ∗,

即 µ∗ 是左特征向量，对应特征值为 1。概率分布还必须非负且总和为 1。

例 28.6 (不变就业分布). 若就业状态转移矩阵为

P =

(
0.8 0.2

0.1 0.9

)
,

不变分布 (p, 1− p) 满足

p = 0.8p+ 0.1(1− p).

解得

0.3p = 0.1, p =
1

3
.

所以长期低收入或失业比例为 1/3，高收入或就业比例为 2/3。
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28.4 价格、企业和市场清算

在竞争均衡中，家庭把价格当作给定；价格又由市场清算决定。最简单的生产部门为

Y = F (K,L).

竞争企业的一阶条件给出

r + δ = FK(K,L), w = FL(K,L).

例 28.7 (Cobb-Douglas 价格). 若

F (K,L) = KαL1−α,

则

r = αKα−1L1−α − δ, w = (1− α)KαL−α.

给定总劳动 L，总资本 K 越高，利率越低、工资越高。家庭储蓄决定资本供给，资本又决

定价格。

定义 28.6 (市场清算). 市场清算要求个体选择加总后等于总量需求。例如资本市场清算为

K =

∫
a dµ(a, y),

劳动市场清算可写为

L =

∫
y dµ(a, y)

或由外生劳动供给给定。

例 28.8 (资本供给和利率). 给定利率 r，家庭问题产生政策 gra 和不变分布 µr。资本供给

为

A(r) =

∫
a dµr(a, y).

企业资本需求由

r + δ = FK(K,L)

决定，记为 Kd(r)。均衡利率满足

A(r) = Kd(r).
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命题 28.3 (资本市场清算的固定点直觉). 若资本供给 A(r) 连续递增，资本需求 Kd(r) 连

续递减，且存在 rL, rH 使

A(rL) ≤ Kd(rL), A(rH) ≥ Kd(rH),

则存在 r∗ ∈ [rL, rH ] 使

A(r∗) = Kd(r∗).

证明. 定义超额供给
Z(r) = A(r)−Kd(r).

由连续性，Z 连续。条件给出 Z(rL) ≤ 0、Z(rH) ≥ 0。由介值定理，存在 r∗ 使 Z(r∗) = 0，

即市场清算。

28.5 平稳递归竞争均衡

定义 28.7 (平稳递归竞争均衡). 平稳递归竞争均衡由价格 (r, w)、个体值函数 V、政策函

数 ga, gc、不变分布 µ 和总量 (K,L) 构成，满足：

1. 给定 (r, w)，V 满足家庭 Bellman 方程，政策 ga, gc 最优。

2. 给定政策和收入转移，µ 是不变分布。

3. 总量由分布加总得到：
K =

∫
a dµ, L =

∫
y dµ.

4. 企业最优给出价格：

r + δ = FK(K,L), w = FL(K,L).

5. 资源或市场清算条件成立。

例 28.9 (Aiyagari 型均衡的对象). 一个 Aiyagari 型经济的平稳均衡包含：

(r, w, V, ga, gc, µ,K, L).

其中 V, ga, gc 来自家庭问题，µ来自政策诱导分布不动点，K,L 来自加总，(r, w) 来自企业

一阶条件。少掉任何一个一致性条件，都还不是均衡。

例 28.10 (借贷约束如何影响总储蓄). 若借贷下界 a更紧，低收入家庭更容易受到约束。为

了自我保险，未受约束家庭可能提高储蓄。均衡总资本可能上升，也可能因贫困家庭无法

储蓄而下降；方向取决于收入风险、耐心程度和生产价格反馈。
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例 28.11 (均衡条件的检查顺序). 假设已经求出一组候选对象 (r, w, V, ga, gc, µ,K, L)。检查

时不要只看家庭最优。还要逐项确认：

µ = µQg, K =

∫
a dµ, r + δ = FK(K,L), w = FL(K,L).

若家庭最优成立但 K 6=
∫
a dµ，说明个体问题解对了，但加总和市场清算还没有闭合。

28.6 转移动态与分布状态

平稳均衡只研究不变分布。若经济受到冲击，分布会沿时间移动：

µt+1 = Φ(µt, Zt),

价格也随总体状态变化。

定义 28.8 (递归竞争均衡). 递归竞争均衡由价格函数、值函数、政策函数和分布运动规律
组成，使得对每个总体状态 S：

1. 个体在给定价格函数和总体状态运动规律下最优。

2. 个体政策推动分布，得到实际的 µ′。

3. 猜测的总体运动规律与实际分布更新一致。

4. 每期市场清算。

例 28.12 (分布作为巨大状态). 若总体状态为完整分布 µ，家庭 Bellman 方程可写成

V (a, y, µ) = max
a′

{
u(c) + β

∑
y′

P (y, y′)V (a′, y′, µ′)

}
,

其中 µ′ = Φ(µ)。难点是 µ 是高维对象，这也是异质性主体模型计算困难的来源。

28.7 近似总量规律

Krusell-Smith 思路是用少数总量矩近似完整分布。例如，用总资本 K 近似分布状态

对价格的影响，并猜测

logK ′ = b0 + b1 logK + b2 logZ.

定义 28.9 (总量规律一致性). 给定一个猜测的总量规律 H，个体用它求解政策。模拟大量

主体后得到实际总量序列 Ksim
t+1。若把实际序列回归或投影到同一函数族后得到的规律接近

H，则称该总量规律近似一致。
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命题 28.4 (近似总量规律的一致性判据). 若猜测规律 Hθ 生成政策 gθ，模拟得到的总量转

移在选定函数族中投影为 Hθ′，则近似一致性要求

θ′ ≈ θ.

若 θ′ = θ，则 Hθ 是该近似函数族内的固定点。

证明. 算法把猜测参数 θ 映射为模拟后重新估计的参数 θ′。一致性要求主体求解时相信的

总量规律，与他们的政策实际生成的总量规律相同。因此固定点条件就是 θ′ = θ。若只要

求数值近似，则使用 θ′ ≈ θ。

例 28.13 (总资本的一阶对数规律). 假设总生产率 Z ∈ {L,H}，分别估计

logK ′ = b0(Z) + b1(Z) logK.

家庭只需把 K,Z 当作总体状态，而不需要跟踪完整财富分布。若模拟后回归的 b0, b1 与猜

测接近，则总资本近似总结了分布对价格的影响。

例 28.14 (近似规律失败的信号). 若用

logK ′ = b0 + b1 logK

预测总资本，但模拟中相同 K 下不同财富不平等程度导致明显不同的 K ′，则单独用 K 作

为总体状态不够。此时可加入更高矩，例如财富方差或贫困人口比例，或者回到更丰富的

分布状态。

28.8 均衡计算的固定点流程

例 28.15 (平稳 Aiyagari 计算流程). 一个基础计算流程是：

1. 猜测利率 r，由企业一阶条件得到工资 w。

2. 解家庭动态规划，得到 ga。

3. 用 ga 和收入转移构造 Qg。

4. 迭代 µn+1 = µnQg，得到不变分布。

5. 计算资本供给 A(r) =
∫
a dµ。

6. 与企业资本需求比较，调整 r。
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外层是市场清算固定点，内层是家庭最优和分布不动点。

例 28.16 (转移动态计算流程). 若从初始分布 µ0 到新稳态，通常猜测价格路径 {rt, wt}Tt=0，

向后解家庭问题，向前推分布路径，再检查每期市场清算。若不清算，更新价格路径。这

个问题比平稳均衡多了一整条时间路径的固定点。

28.9 与资产定价和连续时间模型的接口

异质性主体均衡给出每个状态下的边际效用和资产持有。Ch28 会利用这些对象刻画
资产价格：

pt = Et[Mt+1xt+1].

后续连续时间异质性主体模型会把分布运动写成 Kolmogorov forward或 Fokker–Planck方
程，把个体问题写成 HJB 方程。本章的离散时间版本已经包含同一个结构：个体最优、分
布演化、价格清算和一致性固定点。

28.10 Exercises
习题 28.1. 定义个体状态、总体状态和分布状态。

习题 28.2. 解释为什么异质性主体模型需要跟踪分布。

习题 28.3. 写出给定利率和工资下的家庭储蓄 Bellman 方程。

习题 28.4. 定义个体政策函数。

习题 28.5. 说明政策函数如何推动下一期分布。

习题 28.6. 有限状态下证明 µt+1 = µtQg。

习题 28.7. 定义不变分布。

习题 28.8. 证明有限状态不变分布是 Qg 的左特征向量。

习题 28.9. 给定两状态转移矩阵，写出不变分布方程。

习题 28.10. 写出 Cobb-Douglas 生产函数下的利率和工资。

习题 28.11. 定义资本市场清算。

习题 28.12. 解释资本供给曲线和资本需求曲线如何决定均衡利率。



28.10 EXERCISES 391

习题 28.13. 证明资本市场清算固定点的介值定理版本。

习题 28.14. 定义平稳递归竞争均衡。

习题 28.15. 列出 Aiyagari 型均衡的对象。

习题 28.16. 说明借贷约束为何影响总储蓄。

习题 28.17. 区分平稳均衡和转移动态。

习题 28.18. 定义递归竞争均衡。

习题 28.19. 说明完整分布作为状态为何带来计算困难。

习题 28.20. 解释 Krusell-Smith 近似总量规律的思想。

习题 28.21. 写出一个总资本对数线性规律。

习题 28.22. 定义总量规律一致性。

习题 28.23. 证明近似总量规律固定点条件。

习题 28.24. 说明平稳 Aiyagari 计算中的内外层固定点。

习题 28.25. 为什么转移动态要向后解个体问题、向前推分布？

习题 28.26. 说明 Ch27 和 Ch28 资产定价的联系。

习题 28.27. 给出一个市场清算失败的例子。

习题 28.28. 若资本供给大于资本需求，利率通常应如何调整？

习题 28.29. 解释政策诱导转移矩阵 Qg 与外生收入转移矩阵 P 的区别。

习题 28.30. 为什么连续统主体能用分布表示加总？

习题 28.31. 说明个体把价格当作给定与均衡中价格内生之间的关系。

习题 28.32. 写出劳动力供给外生时的总劳动公式。

习题 28.33. 解释不完全市场在 Aiyagari 模型中的含义。

习题 28.34. 说明本章为什么不需要结构估计或因果识别。

习题 28.35. 用一句话概括递归竞争均衡的固定点结构。
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28.11 Solutions
本章解答的主线是：个体最优生成政策，政策推动分布，分布加总生成总量，总量决

定价格，价格又回到个体问题。

解答 28.1. 个体状态描述单个主体的资产、收入、就业或生产率。总体状态描述所有主体
共同面对的变量，如总生产率、价格或分布。分布状态是个体状态在横截面上的概率分布。

解答 28.2. 异质性主体的选择取决于自身状态，而价格和总量取决于所有主体状态的加总。
只知道平均资产通常不够，因为不同资产和收入位置的主体储蓄反应不同，所以需要跟踪

分布。

解答 28.3. 给定 r, w，家庭问题为

V (a, y) = max
a′≥a

{
u((1 + r)a+ wy − a′) + β

∑
y′

P (y, y′)V (a′, y′)

}
.

解答 28.4. 个体政策函数把当前个体状态和总体状态映射到行动。例如

a′ = ga(a, y;S), c = gc(a, y;S).

解答 28.5. 给定当前状态 (a, y)，政策决定下一期资产 a′ = ga(a, y)，外生收入按 P (y, y′)

转移。因此每个当前状态的质量被分配到若干下一期状态，形成下一期分布。

解答 28.6. 下一期状态 j 的质量等于所有当前状态 i的质量乘以 i→ j 的转移概率后求和：

µt+1(j) =
∑
i

µt(i)Qg(i, j).

这就是 µt+1 = µtQg。

解答 28.7. 不变分布 µ∗ 满足

µ∗ = µ∗Qg.

若当前分布为 µ∗，按政策和冲击转移一期后分布不变。

解答 28.8. 由不变分布定义，
µ∗Qg = µ∗.

这等价于

µ∗Qg = 1 · µ∗,

所以 µ∗ 是 Qg 对应特征值 1 的左特征向量，并且还要满足非负和总和为 1。
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解答 28.9. 若两状态转移矩阵为

P =

(
p11 p12

p21 p22

)
,

不变分布 (µ1, µ2) 满足

µ1 = µ1p11 + µ2p21, µ2 = µ1p12 + µ2p22,

以及 µ1 + µ2 = 1。

解答 28.10. 若
F (K,L) = KαL1−α,

竞争价格为

r = FK(K,L)− δ = αKα−1L1−α − δ,

w = FL(K,L) = (1− α)KαL−α.

解答 28.11. 资本市场清算要求家庭加总资产等于企业使用的总资本：

K =

∫
a dµ(a, y).

有限状态下就是

K =
∑
a,y

a µ(a, y).

解答 28.12. 给定利率，家庭问题和不变分布给出资本供给 A(r)。企业一阶条件给出资本

需求 Kd(r)。均衡利率使

A(r) = Kd(r).

解答 28.13. 令
Z(r) = A(r)−Kd(r).

若 Z 连续，且 Z(rL) ≤ 0、Z(rH) ≥ 0，则介值定理给出某个 r∗ 使 Z(r∗) = 0。这就是资本

市场清算。

解答 28.14. 平稳递归竞争均衡由价格、值函数、政策函数、不变分布和总量组成，满足个
体最优、分布不变、总量加总、企业最优和市场清算。

解答 28.15. 对象为
(r, w, V, ga, gc, µ,K, L).

其中 V, ga, gc 来自家庭最优，µ 是政策诱导不变分布，K,L 是加总，r, w 来自企业一阶条

件。
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解答 28.16. 借贷约束限制低资产家庭跨期平滑消费。约束越紧，家庭可能为了防范收入风
险而增加预防性储蓄；但低资产家庭也可能被迫低储蓄。总效应取决于分布和价格反馈。

解答 28.17. 平稳均衡中分布和价格不随时间变。转移动态研究从一个分布到另一个分布
的路径，价格、政策和分布都可能随时间变化。

解答 28.18. 递归竞争均衡是一组价格函数、值函数、政策函数和总体运动规律，使得给定
总体状态时个体最优、市场清算、政策推动的实际分布运动与猜测的总体运动一致。

解答 28.19. 完整分布是高维对象。若资产有许多网格点、收入有多个状态，分布维度很高；
连续状态下分布甚至是无限维对象。因此直接把完整分布作为状态会造成严重计算负担。

解答 28.20. Krusell-Smith 思路是用少数总量矩，如总资本 K，近似完整分布对价格和个

体决策的影响。主体用猜测的总量规律求解，模拟后检查该规律是否近似自洽。

解答 28.21. 一个例子是
logK ′ = b0 + b1 logK + b2 logZ.

若按总生产率状态分别估计，也可写成

logK ′ = b0(Z) + b1(Z) logK.

解答 28.22. 总量规律一致性要求：主体求解时使用的总量转移规律，与主体政策在模拟中
实际生成的总量转移规律相同或足够接近。

解答 28.23. 猜测参数 θ 生成政策和模拟数据，重新估计得到 θ′。若 θ′ = θ，猜测规律就是

该近似函数族中的固定点；若 θ′ 接近 θ，则近似一致。

解答 28.24. 内层固定点包括家庭 Bellman 方程和政策诱导的不变分布。外层固定点是利
率或价格调整，使资本供给等于资本需求。

解答 28.25. 给定未来价格路径，家庭最优需要从终端向前递推。得到政策路径后，分布由
初始分布开始按政策向前推进。两者方向相反，所以转移动态通常是向后解政策、向前推

分布。

解答 28.26. Ch27 产生均衡中的分布、消费、资产和边际效用。Ch28 资产定价会用这些
状态相关边际效用或随机贴现因子来给未来支付定价。

解答 28.27. 例如给定利率太高，家庭储蓄很多而企业资本需求很少，则

A(r) > Kd(r).

这表示资本市场供过于求，价格不清算。
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解答 28.28. 若资本供给大于资本需求，通常应降低利率，使家庭少储蓄、企业多需求资
本，直到市场清算。

解答 28.29. P 只描述外生收入状态转移。Qg 同时包含外生收入转移和内生政策对资产状

态的影响，因此是完整个体状态的转移矩阵。

解答 28.30. 连续统主体使个体风险在横截面上按大数法则稳定下来。单个主体质量为零，
整体状态可由分布而不是逐个主体列表表示。

解答 28.31. 竞争主体认为自己太小，无法影响价格，所以把价格当作给定。但所有主体的
选择加总后决定总量，进而通过市场清算决定均衡价格。

解答 28.32. 若有效劳动 y 外生，则

L =

∫
y dµ(a, y).

有限状态下为

L =
∑
a,y

y µ(a, y).

解答 28.33. 不完全市场意味着家庭不能完全保险所有收入风险，通常只能用无风险资产
或少数资产自我保险。因此收入冲击会影响消费、储蓄和财富分布。

解答 28.34. 本章目标是建立均衡数学结构：递归问题、分布演化和市场清算。结构估计和
因果识别属于实证方法，不进入本书初版主线。

解答 28.35. 递归竞争均衡是“个体最优、分布演化、价格清算和总体规律一致”同时成立
的固定点。

28.12 Computation Lab
本章计算实验以平稳 Aiyagari 型模型为主。初版实现应优先使用有限资产网格和有限

收入状态，避免一开始就处理高维连续分布。

1. 给定利率 r，解家庭储蓄问题，得到政策 ga(a, y)。

2. 用政策和收入转移矩阵构造政策诱导转移矩阵 Qg。

3. 从任意初始分布出发迭代 µn+1 = µnQg，直到不变分布收敛。

4. 计算资本供给 A(r) =
∑

a,y aµ(a, y)。
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5. 用二分法搜索利率，使 A(r) = Kd(r)。

6. 改变借贷下界 a，比较资本供给、约束绑定比例和财富分布。

外层利率搜索伪代码为

choose rL, rH ;
while |A(r)−Kd(r)| > ε :

r = (rL + rH)/2;

solve household problem at r;
compute invariant distribution and A(r);

if A(r) > Kd(r), lower r;
else raise r.

转移动态实验可以作为第二步：猜测价格路径，向后求政策，向前推分布，检查每期市

场清算误差。报告时应同时给出资本路径、利率路径、分布统计量和最大市场清算误差。
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29.1 资产定价的最小语言

资产定价问题问的是：给定未来随机支付，今天应该值多少钱？在离散时间中，令 Xt+1

表示资产在下一期的支付，pt 表示今天价格。最常见的定价公式是

pt = Et[Mt+1Xt+1],

其中 Mt+1 是随机贴现因子。它把未来不同状态的支付按状态相关权重折现到今天。

定义 29.1 (支付与价格). 资产的下一期支付 Xt+1 是随机变量，可以包含红利、息票、清

算价值或转售价格。价格 pt 是在 t 期购买该资产需要支付的金额。

定义 29.2 (总收益率). 若资产价格为 pt > 0，下一期总支付为 Xt+1，则总收益率为

Rt+1 =
Xt+1

pt
.

例 29.1 (股票的一期支付). 若股票今天价格为 Pt，下一期红利为 Dt+1，下一期价格为 Pt+1，

则一期总支付为

Xt+1 = Dt+1 + Pt+1.

总收益率为

Rt+1 =
Dt+1 + Pt+1

Pt
.

资产定价就是决定 Pt 如何反映未来红利和转售价格。

例 29.2 (无风险债券). 一张无风险债券下一期支付 1。若无风险总收益率为 Rf
t，其价格为

pft =
1

Rf
t

.

这是最简单的折现：未来确定的一单位支付，今天价值等于无风险贴现值。

397
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29.2 一价定律与线性定价

定义 29.3 (一价定律). 若两个资产在所有未来状态中的支付完全相同，则它们今天价格必
须相同。否则称一价定律被违反。

定义 29.4 (线性定价泛函). 若价格映射 q 对支付 X 满足

q(αX + γY ) = αq(X) + γq(Y ),

则称 q 是线性定价泛函。

命题 29.1 (一价定律下的线性定价). 若资产市场允许组合，且一价定律成立，则由可交易
支付张成空间上的价格映射是线性的。

证明. 若组合 αX + γY 可通过持有 α 单位资产 X 和 γ 单位资产 Y 构造，其成本为

αq(X)+γq(Y )。若同一支付 αX+γY 的市场价格不是这个数，则相同支付有两个价格，违

反一价定律。因此

q(αX + γY ) = αq(X) + γq(Y ).

例 29.3 (复制组合定价). 资产 A 支付 (1, 0)，价格 0.4；资产 B 支付 (0, 1)，价格 0.5。支

付 (2, 3) 可由 2 单位 A 和 3 单位 B 复制，所以价格必须为

2(0.4) + 3(0.5) = 2.3.

若市场报价不是 2.3，就存在同一支付不同价格。

29.3 有限状态、Arrow 证券与状态价格
设下一期有 S 个状态。一个支付可以写成向量

X = (X1, . . . , XS).

Arrow 证券 es 在状态 s 支付 1，其他状态支付 0。

定义 29.5 (状态价格). Arrow 证券 es 的价格 qs 称为状态价格。任意支付 X 的价格为

p =
S∑
s=1

qsXs

若 Arrow 证券完备。
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例 29.4 (两状态 Arrow定价). 两状态中，状态价格为 qU = 0.4、qD = 0.5。支付 X = (10, 4)

的价格为

p = 0.4(10) + 0.5(4) = 6.

状态价格不是概率；它同时包含概率和折现。

例 29.5 (无风险债券和状态价格). 无风险债券在两个状态都支付 1，所以价格为

pf = qU + qD.

若 qU + qD = 0.95，则无风险总收益率为

Rf =
1

0.95
.

29.4 随机贴现因子

定义 29.6 (随机贴现因子). 随机变量 Mt+1 是随机贴现因子，如果对任意资产支付 Xt+1，

有

pt = Et[Mt+1Xt+1].

命题 29.2 (有限状态 SDF定价). 在有限状态中，若物理概率为 πs > 0，状态价格为 qs，则

Ms =
qs
πs

是随机贴现因子，并且

p = E[MX].

证明. 由定义，
E[MX] =

∑
s

πsMsXs =
∑
s

πs
qs
πs
Xs =

∑
s

qsXs = p.

例 29.6 (从状态价格到 SDF). 若两状态概率为 πU = 0.6, πD = 0.4，状态价格为 qU =

0.3, qD = 0.5，则

MU =
0.3

0.6
= 0.5, MD =

0.5

0.4
= 1.25.

坏状态贴现因子更高，表示坏状态支付更有价值。

例 29.7 (无风险收益率与 SDF). 对无风险支付 1，定价公式给出

pf = E[Mt+1].

因此

Rf
t =

1

Et[Mt+1]
.

无风险利率由随机贴现因子的条件均值决定。
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29.5 风险中性概率

定义 29.7 (风险中性概率). 若存在概率 Q，使得任意支付 X 的价格可写为

p =
1

Rf
EQ[X],

则 Q 称为风险中性概率。

命题 29.3 (状态价格与风险中性概率). 若状态价格 qs > 0，且无风险债券价格为

pf =
∑
s

qs =
1

Rf
,

则

Qs = Rfqs

定义风险中性概率，并且

p =
1

Rf

∑
s

QsXs.

证明. 首先 ∑
s

Qs = Rf
∑
s

qs = Rfpf = 1,

且 Qs > 0。再由 Qs = Rfqs，有∑
s

qsXs =
1

Rf

∑
s

QsXs.

例 29.8 (两状态风险中性概率). 若 qU = 0.4, qD = 0.5，则

pf = 0.9, Rf =
1

0.9
.

风险中性概率为

QU =
0.4

0.9
, QD =

0.5

0.9
.

它们和真实概率无须相等。

例 29.9 (风险中性概率不是主观概率). 若坏状态真实概率只有 0.1，但坏状态边际效用很

高，坏状态状态价格可能很大。于是风险中性概率会高估坏状态相对于真实概率的权重。风

险中性概率是定价权重，不是频率预测。
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29.6 动态价格过程与鞅定价

令 Bt 是无风险账户，满足

Bt+1 = Rf
tBt.

贴现价格为

P̃t =
Pt
Bt

.

定理 29.1 (风险中性测度下的贴现价格鞅). 若在风险中性测度 Q 下，资产下一期总支付
为 Pt+1 +Dt+1，则无套利价格满足

Pt =
1

Rf
t

EQ
t [Pt+1 +Dt+1].

等价地，含红利再投资的贴现价格过程在 Q 下为鞅。

证明. 一时期风险中性定价给出

Pt =
1

Rf
t

EQ
t [Pt+1 +Dt+1].

两边除以 Bt，并用 Bt+1 = Rf
tBt，得

Pt
Bt

= EQ
t

[
Pt+1 +Dt+1

Bt+1

]
.

这说明贴现后的总回报满足鞅条件。

例 29.10 (两期股票树). 股票下一期有上、下两个价格和红利，总支付为 XU = 120、XD =

80。若 Rf = 1.05，风险中性概率为 0.6，则

P0 =
1

1.05
[0.6(120) + 0.4(80)] =

104

1.05
.

真实上升概率不进入这个公式；它已经通过风险中性概率或 SDF 反映在价格中。

例 29.11 (零息债券递归定价). 到期支付 1 的两期零息债价格满足

p
(2)
t =

1

Rf
t

EQ
t [p

(1)
t+1].

若未来短利率随机，则一期债价格 p
(1)
t+1 = 1/Rf

t+1 随状态变化。长期债价格因此取决于未

来短利率路径的风险中性期望。



402 第二十九章 离散时间资产定价

29.7 均衡中的随机贴现因子

在代表性家庭模型中，资产定价来自消费 Euler 方程。若家庭最大化

Et
∞∑
j=0

βju(ct+j),

则对任意资产收益 Rt+1，一阶条件为

1 = Et
[
β
u′(ct+1)

u′(ct)
Rt+1

]
.

因此

Mt+1 = β
u′(ct+1)

u′(ct)
.

命题 29.4 (消费 Euler 方程与 SDF). 在光滑内部最优条件下，代表性家庭的边际替代率

Mt+1 = β
u′(ct+1)

u′(ct)

是随机贴现因子。

证明. 购买一单位资产的成本为 pt，下一期支付为 Xt+1。边际减少今天消费 pt，增加明天

状态相关消费 Xt+1。最优性要求

u′(ct)pt = βEt[u′(ct+1)Xt+1].

两边除以 u′(ct)，得

pt = Et
[
β
u′(ct+1)

u′(ct)
Xt+1

]
.

例 29.12 (CRRA 效用下的 SDF). 若

u(c) =
c1−γ

1− γ
,

则

u′(c) = c−γ.

随机贴现因子为

Mt+1 = β

(
ct+1

ct

)−γ

.

消费增长低的状态中，Mt+1 高，支付更有价值。

例 29.13 (异质性主体中的定价核). 在不完全市场中，不同家庭的边际效用不同。若某资
产由某类边际投资者定价，则 SDF可能反映该边际投资者的消费增长，而不是简单代表性
家庭的消费增长。Ch27 的分布和政策因此会影响资产价格。
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29.8 风险溢价

由定价公式

1 = Et[Mt+1Rt+1]

和无风险收益率

Rf
t =

1

Et[Mt+1]

可得风险溢价公式。

命题 29.5 (风险溢价协方差分解). 任意资产收益 Rt+1 满足

Et[Rt+1]−Rf
t = −Rf

t Covt(Mt+1, Rt+1).

证明. 由
1 = Et[Mt+1Rt+1] = Et[Mt+1]Et[Rt+1] + Covt(Mt+1, Rt+1).

又 Et[Mt+1] = 1/Rf
t，所以

1 =
Et[Rt+1]

Rf
t

+ Covt(Mt+1, Rt+1).

整理得到结论。

例 29.14 (为什么坏状态支付贵). 若某资产在坏状态收益高，而坏状态中 M 也高，则

Cov(M,R) > 0.

风险溢价公式给出该资产期望收益低于无风险收益率。它提供保险，所以投资者愿意接受

较低平均收益。

例 29.15 (股票风险溢价直觉). 若股票在消费高增长的好时期收益高、在消费低增长的坏
时期收益低，则 M 与股票收益负相关。于是

Cov(M,R) < 0,

股票需要正风险溢价补偿它在坏状态表现差。

29.9 多期递归定价

若资产支付红利流 {Dt+j}，价格满足

Pt = Et[Mt+1(Dt+1 + Pt+1)].
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向前迭代得到

Pt = Et
∞∑
j=1

(
j∏

k=1

Mt+k

)
Dt+j,

在适当横截条件下成立。

例 29.16 (永续债定价). 若每期支付固定息票 d，且无风险利率常数 Rf，则价格为

P =
∞∑
j=1

d

(Rf )j
=

d

Rf − 1
.

这是多期递归定价在确定贴现率和确定现金流下的特例。

例 29.17 (股价红利比). 若红利增长和 SDF 独立同分布，并且

E[Mt+1Gt+1] = κ < 1,

其中 Gt+1 = Dt+1/Dt，则猜测 Pt = ϕDt。代入

ϕDt = Et[Mt+1(Dt+1 + ϕDt+1)] = (1 + ϕ)κDt.

所以

ϕ =
κ

1− κ
.

29.10 卷二总结与卷三入口

卷二从测度、积分、条件期望和函数空间出发，经过过滤、动态规划和递归均衡，最

终到达本章资产定价公式：

pt = Et[Mt+1Xt+1].

卷三会把时间步长缩短到连续时间：离散的风险中性鞅会成为连续时间鞅，离散 Euler 方
程会通向 HJB，离散价格树会通向 Black-Scholes 和 Merton 问题。

29.11 Exercises

习题 29.1. 定义资产支付、价格和总收益率。

习题 29.2. 解释一价定律。

习题 29.3. 证明一价定律下可交易支付的价格映射线性。
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习题 29.4. 定义 Arrow 证券和状态价格。

习题 29.5. 两状态状态价格为 qU = 0.3, qD = 0.6，支付为 (5, 2)。求价格。

习题 29.6. 给定状态价格，求无风险收益率。

习题 29.7. 定义随机贴现因子。

习题 29.8. 在有限状态中由状态价格和物理概率构造 SDF。

习题 29.9. 证明 Ms = qs/πs 给出 SDF。

习题 29.10. 说明坏状态中 SDF 高的经济含义。

习题 29.11. 定义风险中性概率。

习题 29.12. 由状态价格构造风险中性概率。

习题 29.13. 证明风险中性概率下价格等于贴现期望支付。

习题 29.14. 解释风险中性概率为什么不是物理概率。

习题 29.15. 写出股票的一期递归定价公式。

习题 29.16. 证明风险中性测度下贴现总回报为鞅。

习题 29.17. 两状态支付为 120, 80，Rf = 1.1，QU = 0.4。求价格。

习题 29.18. 写出代表性家庭的消费 Euler 方程。

习题 29.19. 由消费 Euler 方程推出 SDF。

习题 29.20. CRRA 效用下写出 SDF。

习题 29.21. 说明异质性主体模型中边际投资者为何重要。

习题 29.22. 证明风险溢价协方差分解。

习题 29.23. 若 Cov(M,R) < 0，风险溢价符号如何？

习题 29.24. 解释保险资产为何可能有负风险溢价。

习题 29.25. 写出多期红利资产递归定价公式。

习题 29.26. 在常数无风险利率下求永续债价格。
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习题 29.27. 推导常数股价红利比公式。

习题 29.28. 说明状态价格、SDF 和风险中性概率之间的关系。

习题 29.29. 给定 M 和收益 R，如何检查资产是否正确定价？

习题 29.30. 若存在 M > 0 定价所有资产，它与无套利有什么关系？

习题 29.31. 有限状态市场不完备时，SDF 是否唯一？解释。

习题 29.32. 解释贴现价格鞅和资产泡沫之间的联系入口。

习题 29.33. 说明 Ch28 与 Ch23 鞅章节的关系。

习题 29.34. 说明 Ch28 与 Ch27 异质性主体均衡的关系。

习题 29.35. 用一句话概括离散时间资产定价的核心公式。

29.12 Solutions

本章解答的主线是：价格是未来支付的状态相关折现值。状态相关折现权重可以写成

状态价格、随机贴现因子或风险中性概率。

解答 29.1. 支付 Xt+1 是下一期资产给持有者的随机现金流或转售价值。价格 pt 是今天购

买该支付的成本。若 pt > 0，总收益率为

Rt+1 =
Xt+1

pt
.

解答 29.2. 一价定律说：如果两个资产在所有未来状态中的支付完全相同，它们今天价格
必须相同。否则可以低价买入、高价卖出同一支付。

解答 29.3. 组合 αX + γY 可由持有 α 单位 X 和 γ 单位 Y 构造，成本为 αq(X) + γq(Y )。

若它的价格不同，则同一支付有两个价格，违反一价定律。因此价格映射线性。

解答 29.4. Arrow 证券在某一状态支付 1，其他状态支付 0。该证券价格称为该状态的状

态价格 qs。

解答 29.5.
p = 0.3(5) + 0.6(2) = 1.5 + 1.2 = 2.7.
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解答 29.6. 无风险债券在所有状态支付 1，价格为

pf =
∑
s

qs.

无风险总收益率为

Rf =
1

pf
.

解答 29.7. 随机贴现因子 Mt+1 满足

pt = Et[Mt+1Xt+1]

对所有相关资产支付成立。

解答 29.8. 若物理概率为 πs > 0，状态价格为 qs，定义

Ms =
qs
πs
.

这就是有限状态中的 SDF。

解答 29.9.
E[MX] =

∑
s

πsMsXs =
∑
s

πs
qs
πs
Xs =

∑
s

qsXs = p.

解答 29.10. 坏状态中 SDF 高说明坏状态支付更有价值。通常这是因为坏状态消费低、边
际效用高，投资者特别重视那时的一单位支付。

解答 29.11. 风险中性概率 Q 是使价格写成

p =
1

Rf
EQ[X]

的概率测度。

解答 29.12. 由状态价格 qs 构造

Qs = Rfqs,

其中

Rf =
1∑
s qs

.

解答 29.13. 因为
∑

sQs = Rf
∑

s qs = 1，且∑
s

qsXs =
1

Rf

∑
s

QsXs.

所以价格等于风险中性期望支付的无风险贴现值。
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解答 29.14. 风险中性概率是定价权重，它把概率和风险调整合在一起。物理概率描述真实
频率；风险中性概率描述按无风险利率贴现时应给各状态支付的权重。

解答 29.15. 若股票红利为 Dt+1，下一期价格为 Pt+1，则

Pt = Et[Mt+1(Dt+1 + Pt+1)].

风险中性形式为

Pt =
1

Rf
t

EQ
t [Dt+1 + Pt+1].

解答 29.16. 由风险中性定价

Pt =
1

Rf
t

EQ
t [Pt+1 +Dt+1].

用 Bt+1 = Rf
tBt 改写为

Pt
Bt

= EQ
t

[
Pt+1 +Dt+1

Bt+1

]
.

这就是贴现总回报的鞅条件。

解答 29.17.
p =

1

1.1
[0.4(120) + 0.6(80)] =

96

1.1
.

解答 29.18. 代表性家庭 Euler 方程为

1 = Et
[
β
u′(ct+1)

u′(ct)
Rt+1

]
.

解答 29.19. 若资产价格为 pt、支付为 Xt+1，最优性给出

u′(ct)pt = βEt[u′(ct+1)Xt+1].

除以 u′(ct)，得到

pt = Et
[
β
u′(ct+1)

u′(ct)
Xt+1

]
,

所以

Mt+1 = β
u′(ct+1)

u′(ct)
.

解答 29.20. CRRA 效用下 u′(c) = c−γ，因此

Mt+1 = β

(
ct+1

ct

)−γ

.
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解答 29.21. 不完全市场中，不同家庭不能完全共享风险，边际效用不同。真正愿意调整资
产持仓的边际投资者，其边际效用过程会影响资产价格。

解答 29.22. 由
1 = Et[MR] = Et[M ]Et[R] + Covt(M,R),

且 Et[M ] = 1/Rf
t，整理得

Et[R]−Rf
t = −Rf

t Covt(M,R).

解答 29.23. 若 Cov(M,R) < 0，则

E[R]−Rf > 0.

资产在高边际效用状态表现差，需要正风险溢价。

解答 29.24. 保险资产在坏状态收益高，而坏状态 M 高，所以 Cov(M,R) > 0。风险溢价

公式给出其期望收益可低于无风险收益。

解答 29.25. 多期红利资产满足

Pt = Et[Mt+1(Dt+1 + Pt+1)].

向前展开可得到折现红利流价格。

解答 29.26. 永续债每期支付 d，常数无风险收益率为 Rf，则

P =
∞∑
j=1

d

(Rf )j
=

d

Rf − 1
.

解答 29.27. 猜测 Pt = ϕDt，且 E[Mt+1Gt+1] = κ。代入

ϕDt = (1 + ϕ)κDt.

所以

ϕ =
κ

1− κ
.

解答 29.28. 状态价格 qs 是状态支付的今天价格；SDF 满足 qs = πsMs；风险中性概率满

足 Qs = Rfqs。三者是同一组定价权重的不同表示。

解答 29.29. 检查
1 = E[MR]

是否成立。若资产以价格 p 和支付 X 表示，则检查

p = E[MX].
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解答 29.30. 在有限状态标准框架中，存在严格正的 SDF 能定价所有资产，是无套利的核
心刻画之一。严格正保证每个状态的正支付都有正价格。

解答 29.31. 不完备市场中，可交易资产不能张成所有状态支付，因此满足定价方程的 SDF
通常不唯一。不同 SDF 在不可交易支付方向上可以不同。

解答 29.32. 贴现价格鞅说明价格等于未来贴现支付的条件期望。若横截条件失败，价格中
可能出现不由基本红利解释的泡沫成分。

解答 29.33. Ch23 提供过滤、条件期望和鞅语言。Ch28 把这些语言用于资产价格，特别
是风险中性测度下贴现价格的鞅性质。

解答 29.34. Ch27 给出均衡中的消费、财富分布和边际效用。Ch28 用边际效用或 SDF 给
随机支付定价。

解答 29.35. 核心公式是
pt = Et[Mt+1Xt+1].

29.13 Computation Lab

本章计算实验围绕有限状态资产定价。目标是让状态价格、SDF、风险中性概率和价
格树可以互相转换。

1. 给定状态价格 qs 和支付矩阵，计算一组资产价格。

2. 给定物理概率 πs 和状态价格 qs，计算 SDF Ms = qs/πs。

3. 给定状态价格，计算无风险收益率和风险中性概率。

4. 在两状态二叉树中，用风险中性概率递归计算股票和债券价格。

5. 给定模拟消费增长和 CRRA 参数，构造消费型 SDF，并检查 1 = 1
T

∑
tMt+1Rt+1 的

样本误差。

6. 对资产收益做协方差分解，报告 −Rf Cov(M,R) 与平均超额收益的差距。

有限状态定价的基本矩阵形式为

p = QX,
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其中 X 的列是资产支付，Q = (q1, . . . , qS) 是状态价格行向量。若已知价格 p 和支付矩阵

X，并且 X 可逆，则

Q = pX−1.

风险中性概率转换为

Rf =
1∑
s qs

, Qs = Rfqs.

计算报告应同时列出物理概率、状态价格、SDF 和风险中性概率，避免把这些对象混在一
起。
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30.1 从离散时间到连续时间

Ch24 的动态方程是
xt+1 = f(xt).

连续时间把相邻日期之间的间隔缩短，状态变化由瞬时变化率描述：

ẋ(t) =
dx(t)

dt
= F (x(t)).

这里 x(t) 是时点 t 的状态，ẋ(t) 是状态的速度。经济增长、资本积累、债务动态、资产价

格和连续时间控制都以这种语言表达。

定义 30.1 (常微分方程). 一阶常微分方程是形如

ẋ(t) = F (t, x(t))

的方程。若右侧不显含 t，即

ẋ(t) = F (x(t)),

则称为自治 ODE。

定义 30.2 (初值问题). 给定初始状态 x(0) = x0，求满足

ẋ(t) = F (t, x(t)), x(0) = x0

的路径 x(t)，称为初值问题。

例 30.1 (连续复利). 资产 b(t) 按无风险利率 r 连续复利增长：

ḃ(t) = rb(t).

若 b(0) = b0，则

b(t) = b0e
rt.

这是一阶线性 ODE，也是离散时间 bt+1 = (1 + r)bt 的连续时间对应。

413
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例 30.2 (资本折旧). 若没有投资，资本只按折旧率 δ 下降：

k̇(t) = −δk(t).

解为

k(t) = k(0)e−δt.

折旧率越高，资本越快趋近于零。

30.2 一阶线性 ODE

命题 30.1 (标量线性 ODE 解). 若

ẋ(t) = ax(t), x(0) = x0,

则

x(t) = x0e
at.

证明. 令 y(t) = x0e
at。则

ẏ(t) = ax0e
at = ay(t),

且 y(0) = x0。因此 y 满足初值问题。在线性 ODE 的唯一性条件下，它就是解。

命题 30.2 (标量仿射 ODE 解). 若

ẋ(t) = ax(t) + b, a 6= 0,

稳态为

x∗ = − b

a
,

且

x(t)− x∗ = eat(x0 − x∗).

证明. 稳态满足 0 = ax∗ + b，所以 x∗ = −b/a。两边相减得

d

dt
(x(t)− x∗) = a(x(t)− x∗).

应用线性 ODE 解，得到
x(t)− x∗ = eat(x0 − x∗).
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例 30.3 (债务与基本盈余). 债务满足

ḃ(t) = rb(t)− s,

其中 s > 0 是连续时间基本盈余。稳态为

b∗ =
s

r
.

误差满足

b(t)− b∗ = ert(b(0)− b∗).

若 r > 0，除非初始债务正好等于稳态，否则债务偏离会放大。这说明仅有固定盈余并不能

让所有初始债务路径稳定。

例 30.4 (均值回复过程的确定性骨架). 考虑

ẋ(t) = −λ(x(t)− x̄), λ > 0.

解为

x(t)− x̄ = e−λt(x(0)− x̄).

路径以指数速度回到长期均值 x̄。许多价格调整和误差修正模型都使用这种结构。

30.3 稳态与一维相图

定义 30.3 (稳态). 自治 ODE
ẋ = F (x)

的稳态 x∗ 满足

F (x∗) = 0.

定义 30.4 (局部稳定). 若存在 x∗ 的邻域，使得从该邻域内任意初值出发的路径都收敛到

x∗，则称 x∗ 局部稳定。

命题 30.3 (一维 ODE 的局部稳定判别). 设 F 在稳态 x∗ 附近可微，且

F ′(x∗) < 0.

则 x∗ 局部稳定。若 F ′(x∗) > 0，则 x∗ 局部不稳定。
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证明. 在 x∗ 附近，

F (x) = F ′(x∗)(x− x∗) + o(|x− x∗|).

若 F ′(x∗) < 0，则当 x > x∗ 且足够近时，F (x) < 0，路径向左移动；当 x < x∗ 且足够近

时，F (x) > 0，路径向右移动。因此路径被推向稳态。若 F ′(x∗) > 0，方向相反，路径远离

稳态。

例 30.5 (物流增长). 人口或技术扩散满足

ẋ = rx
(
1− x

K

)
, r > 0.

稳态为 0 和 K。导数为

F ′(x) = r − 2r

K
x.

所以

F ′(0) = r > 0, F ′(K) = −r < 0.

零稳态不稳定，承载量 K 稳定。

例 30.6 (价格调整). 设价格按超额需求调整：

ṗ = α[D(p)− S(p)], α > 0.

若 D′(p) < 0、S ′(p) > 0，均衡 p∗ 满足 D(p∗) = S(p∗)。右侧导数为

α[D′(p∗)− S ′(p∗)] < 0.

因此均衡价格局部稳定。

30.4 线性系统与特征值

多维线性系统写作

ẋ(t) = Ax(t),

其中 x(t) ∈ Rn。

命题 30.4 (可对角化线性系统解). 若 A = PDP−1，其中

D = diag(λ1, . . . , λn),

则

x(t) = PeDtP−1x(0),

其中

eDt = diag(eλ1t, . . . , eλnt).
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证明. 令 z = P−1x。则

ż = P−1ẋ = P−1Ax = P−1APz = Dz.

逐个分量有

zi(t) = eλitzi(0).

故

z(t) = eDtz(0),

再乘回 P，得到结论。

例 30.7 (二维稳定节点). 若

ẋ =

(
−1 0

0 −2

)
x,

则

x1(t) = x1(0)e
−t, x2(t) = x2(0)e

−2t.

两个特征值均为负，路径收敛到原点，第二个方向收敛更快。

例 30.8 (鞍型系统). 若

ẋ =

(
−1 0

0 2

)
x,

则 x1(t) 收敛，x2(t) 发散。只有初始条件满足 x2(0) = 0 的路径才收敛到原点。这就是连

续时间鞍路径的最简单形式。

30.5 非线性系统线性化

考虑

ẋ = F (x), x ∈ Rn.

稳态 x∗ 满足 F (x∗) = 0。在稳态附近，

ẋ ≈ J(x∗)(x− x∗),

其中 J(x∗) 是雅可比矩阵。

命题 30.5 (非线性 ODE 的线性化). 若 F 在 x∗ 可微，且 F (x∗) = 0，则

F (x) = J(x∗)(x− x∗) + o(‖x− x∗‖).
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因此局部动态的一阶近似由

ż = J(x∗)z, z = x− x∗

给出。

证明. 这是多元 Taylor 展开在一阶处的形式。因为 F (x∗) = 0，常数项消失，剩下雅可比

矩阵乘以偏离量和高阶小量。

例 30.9 (非线性资本动态线性化). 若

k̇ = sAkα − δk, 0 < α < 1,

正稳态满足

sA(k∗)α = δk∗.

右侧导数为

F ′(k) = sAαkα−1 − δ.

在稳态处，由 sA(k∗)α−1 = δ，得

F ′(k∗) = αδ − δ = −(1− α)δ < 0.

所以正稳态局部稳定。

30.6 Solow 增长模型

总量资本满足

K̇ = sY − δK, Y = F (K,AL).

令有效劳动为 AL，且
Ȧ

A
= g,

L̇

L
= n.

定义有效劳动人均资本

k =
K

AL
.

若生产函数为常数规模报酬，令

y = f(k).

则 Solow 方程为
k̇ = sf(k)− (δ + n+ g)k.
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命题 30.6 (Solow 稳态). 若 f ′(k) > 0、f ′′(k) < 0，正稳态 k∗ 满足

sf(k∗) = (δ + n+ g)k∗.

证明. 稳态要求 k̇ = 0。代入 Solow 方程即得

sf(k∗)− (δ + n+ g)k∗ = 0.

整理得到结论。

例 30.10 (Cobb-Douglas Solow 稳态). 若

f(k) = Akα, 0 < α < 1,

稳态满足

sA(k∗)α = (δ + n+ g)k∗.

所以

k∗ =

(
sA

δ + n+ g

)1/(1−α)

.

储蓄率和技术水平提高稳态资本，折旧、人口增长和技术增长稀释资本，降低稳态有效劳

动人均资本。

命题 30.7 (Solow 局部收敛速度). Cobb-Douglas Solow 模型在正稳态附近的线性化系数为

F ′(k∗) = −(1− α)(δ + n+ g).

证明. 令
F (k) = sAkα − (δ + n+ g)k.

则

F ′(k) = sAαkα−1 − (δ + n+ g).

稳态条件给出

sA(k∗)α−1 = δ + n+ g.

代入得

F ′(k∗) = α(δ + n+ g)− (δ + n+ g) = −(1− α)(δ + n+ g).
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例 30.11 (半衰期). 若线性化误差满足

ż = −λz,

则

z(t) = z(0)e−λt.

半衰期 T1/2 满足 e−λT1/2 = 1/2，所以

T1/2 =
log 2
λ

.

在 Solow 模型中，λ = (1− α)(δ + n+ g)。

例 30.12 (黄金律资本). 稳态消费为

c∗ = f(k∗)− (δ + n+ g)k∗.

最大化稳态消费的一阶条件是

f ′(kGR) = δ + n+ g.

黄金律资本不一定等于竞争经济给定储蓄率下的稳态资本；它是稳态消费最大的参考点。

30.7 Ramsey 相图入口
Ramsey 模型中，规划者选择消费路径。连续时间形式通常给出两个状态变量：

k(t), c(t).

典型方程是

k̇ = f(k)− c− (δ + n+ g)k,

以及 Euler 方程
ċ

c
=

1

θ
{f ′(k)− δ − ρ− θg}

在常见 CRRA 设定下。

例 30.13 (资本零增长曲线). k̇ = 0 给出

c = f(k)− (δ + n+ g)k.

在相图中，这条曲线表示保持资本有效劳动比不变所需的消费水平。消费高于此曲线时 k̇ <

0，低于此曲线时 k̇ > 0。
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例 30.14 (消费零增长曲线). ċ = 0 给出

f ′(k) = δ + ρ+ θg.

若 f ′′(k) < 0，这确定唯一 k∗。当 k 低于该值时，边际产出高，消费增长率为正；当 k 高

于该值时，消费增长率为负。

例 30.15 (Ramsey 鞍路径直觉). Ramsey 系统通常有一个状态变量 k 和一个跳变量 c。给

定 k0，只有一个合适的初始消费 c0 能使路径收敛到稳态。消费太高会让资本耗尽，消费太

低会导致过度积累。这个收敛路径就是鞍路径。

30.8 数值解的入口

连续时间模型常用数值方法模拟。最简单的是 Euler 离散化：

x(t+∆) = x(t) + ∆F (x(t)).

它把 ODE 暂时转回差分方程。

例 30.16 (Euler 离散化误差直觉). 对

ẋ = −x, x(0) = 1,

真解为 e−t。Euler 步长 ∆ 给出

xn+1 = xn −∆xn = (1−∆)xn.

因此

xn = (1−∆)n.

当 ∆ 小且 t = n∆ 固定时，(1−∆)n 近似 e−t。

30.9 通往最优控制

本章只研究给定 ODE系统的路径、稳态和稳定性。Ch30会加入选择变量和目标泛函，
例如

max
c(t)

∫ ∞

0

e−ρtu(c(t)) dt

subject to
k̇ = f(k)− c− δk.

这会把 ODE和优化结合起来，产生 Hamiltonian、协态变量和横截条件。再往后，Ch33会
把随机连续时间问题写成 HJB 方程。
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30.10 Exercises
习题 30.1. 定义一阶常微分方程和自治 ODE。

习题 30.2. 定义初值问题。

习题 30.3. 求解 ẋ = 3x、x(0) = 2。

习题 30.4. 求解 ẋ = −2x+ 4、x(0) = 0。

习题 30.5. 证明标量仿射 ODE 的误差公式。

习题 30.6. 定义稳态和局部稳定。

习题 30.7. 证明一维 ODE 中 F ′(x∗) < 0 蕴含局部稳定。

习题 30.8. 判断 ẋ = x(1− x) 的稳态和稳定性。

习题 30.9. 解释相图中箭头的含义。

习题 30.10. 求二维系统 ẋ = Ax 在对角矩阵 A = diag(−1,−3) 下的解。

习题 30.11. 说明特征值实部为负为何对应局部稳定。

习题 30.12. 给出一个鞍型线性系统。

习题 30.13. 写出非线性 ODE 在稳态附近的线性化公式。

习题 30.14. 对 k̇ = sAkα − δk 求正稳态。

习题 30.15. 证明上述正稳态局部稳定。

习题 30.16. 推导有效劳动人均资本 k = K/(AL) 的 Solow 方程。

习题 30.17. 写出 Cobb-Douglas Solow 稳态。

习题 30.18. 说明人口增长 n 如何影响稳态有效劳动人均资本。

习题 30.19. 推导 Cobb-Douglas Solow 的局部收敛速度。

习题 30.20. 给定 λ = 0.04，求半衰期公式表达。

习题 30.21. 定义黄金律资本。

习题 30.22. 写出 Ramsey 模型的 k̇ = 0 曲线。
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习题 30.23. 写出 Ramsey 模型的 ċ = 0 曲线。

习题 30.24. 解释 Ramsey 模型中鞍路径的含义。

习题 30.25. 说明状态变量和跳变量的区别。

习题 30.26. 对 ẋ = −x 写出 Euler 离散化。

习题 30.27. 解释步长过大为何可能导致数值路径不稳定。

习题 30.28. 说明连续时间 ODE 与离散时间差分方程的联系。

习题 30.29. 给出一个价格调整 ODE，并说明稳定条件。

习题 30.30. 解释为什么 Solow 模型中的稳态不是静止总量资本。

习题 30.31. 若 A 和 L 增长，稳态中 K 是否增长？解释。

习题 30.32. 说明线性化为什么只适用于局部分析。

习题 30.33. 说明 Ch29 和 Ch30 最优控制的关系。

习题 30.34. 说明 Ch29 和 Ch33 HJB 方程的关系。

习题 30.35. 用一句话概括连续时间增长模型的数学骨架。

30.11 Solutions

本章解答的核心是把动态系统写成“速度等于当前位置的函数”，再用稳态、导数和线

性化判断路径方向。

解答 30.1. 一阶常微分方程形如

ẋ(t) = F (t, x(t)).

若右侧不显含 t，即 ẋ = F (x)，则称为自治 ODE。

解答 30.2. 初值问题是在给定 x(0) = x0 的条件下，求满足

ẋ(t) = F (t, x(t))

的路径 x(t)。
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解答 30.3. 线性 ODE 解为
x(t) = x(0)e3t = 2e3t.

解答 30.4. 稳态满足
0 = −2x∗ + 4,

所以 x∗ = 2。误差公式给出

x(t)− 2 = e−2t(0− 2).

因此

x(t) = 2− 2e−2t.

解答 30.5. 若 ẋ = ax+ b，稳态 x∗ = −b/a。两边相减：

d

dt
(x− x∗) = a(x− x∗).

所以

x(t)− x∗ = eat(x(0)− x∗).

解答 30.6. 稳态 x∗ 满足 F (x∗) = 0。若从 x∗ 附近出发的路径收敛到 x∗，则称 x∗ 局部稳

定。

解答 30.7. 若 F ′(x∗) < 0，则在 x∗ 附近，x > x∗ 时 F (x) < 0，路径向左；x < x∗ 时

F (x) > 0，路径向右。两侧箭头都指向稳态，因此局部稳定。

解答 30.8. 稳态满足
x(1− x) = 0,

所以 x = 0, 1。导数为 F ′(x) = 1 − 2x。因此 F ′(0) = 1 > 0，零不稳定；F ′(1) = −1 < 0，

一稳定。

解答 30.9. 相图箭头表示 ẋ 的符号。若 ẋ > 0，状态向右或向上移动；若 ẋ < 0，状态向

左或向下移动。

解答 30.10. 系统为
ẋ1 = −x1, ẋ2 = −3x2.

解为

x1(t) = x1(0)e
−t, x2(t) = x2(0)e

−3t.

解答 30.11. 线性系统的每个特征方向上路径按 eλt 变化。若特征值实部为负，则 eλt 衰减

到零，所以该方向稳定。所有方向都衰减时，稳态局部稳定。
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解答 30.12. 例如
ẋ1 = −x1, ẋ2 = 2x2.

第一个方向收敛，第二个方向发散，所以原点是鞍点。

解答 30.13. 若 F (x∗) = 0，则

F (x) = J(x∗)(x− x∗) + o(‖x− x∗‖).

令 z = x− x∗，局部线性化为

ż = J(x∗)z.

解答 30.14. 正稳态满足
sA(k∗)α = δk∗.

因此

k∗ =

(
sA

δ

)1/(1−α)

.

解答 30.15. 右侧 F (k) = sAkα − δk，导数为

F ′(k) = sAαkα−1 − δ.

稳态条件给出 sA(k∗)α−1 = δ，所以

F ′(k∗) = αδ − δ = −(1− α)δ < 0.

故局部稳定。

解答 30.16. 由 k = K/(AL)，增长率满足

k̇

k
=
K̇

K
− Ȧ

A
− L̇

L
.

若 K̇ = sY − δK，且 Y = ALf(k)，则

k̇ = sf(k)− (δ + n+ g)k.

解答 30.17. 若 f(k) = Akα，稳态满足

sA(k∗)α = (δ + n+ g)k∗.

所以

k∗ =

(
sA

δ + n+ g

)1/(1−α)

.
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解答 30.18. 人口增长 n 提高资本稀释项 (δ + n+ g)k。在其他参数不变时，n 越高，维持

同一有效劳动人均资本需要更多投资，所以稳态 k∗ 降低。

解答 30.19. 令
F (k) = sAkα − (δ + n+ g)k.

在稳态处 sA(k∗)α−1 = δ + n+ g。因此

F ′(k∗) = α(δ + n+ g)− (δ + n+ g) = −(1− α)(δ + n+ g).

解答 30.20. 半衰期为
T1/2 =

log 2
λ

.

若 λ = 0.04，则

T1/2 =
log 2
0.04

.

解答 30.21. 黄金律资本 kGR 最大化稳态消费

c = f(k)− (δ + n+ g)k.

一阶条件为

f ′(kGR) = δ + n+ g.

解答 30.22. k̇ = 0 给出

c = f(k)− (δ + n+ g)k.

这条曲线表示资本有效劳动比保持不变时的消费。

解答 30.23. 若
ċ

c
=

1

θ
[f ′(k)− δ − ρ− θg],

则 ċ = 0 要求

f ′(k) = δ + ρ+ θg.

解答 30.24. 给定初始资本 k0，只有一个初始消费 c0 能使路径收敛到稳态。这个收敛路径

就是鞍路径。消费太高或太低都会偏离稳态。

解答 30.25. 状态变量由过去积累决定，不能瞬间跳变，例如资本。跳变量可以在时点上立
即调整，例如竞争均衡中的消费或资产价格。

解答 30.26. Euler 离散化为

xn+1 = xn +∆(−xn) = (1−∆)xn.
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解答 30.27. 步长过大时，离散更新可能越过稳态甚至改变稳定性。例如 ẋ = −x 稳定，但
若 ∆ > 2，离散系数 1−∆ 的绝对值大于 1，数值路径发散。

解答 30.28. 差分方程描述有限时间间隔的变化，ODE 描述瞬时变化率。Euler 离散化

xt+∆ = xt +∆F (xt)

把 ODE 转成近似差分方程。

解答 30.29. 例子：
ṗ = α[D(p)− S(p)].

若 D′(p∗)− S ′(p∗) < 0，则均衡 p∗ 局部稳定。

解答 30.30. Solow 稳态通常指有效劳动人均资本 k = K/(AL) 不变。若 A 或 L 增长，总

量资本 K = kAL 仍会增长。

解答 30.31. 若 k 在稳态中不变，而 A 和 L 分别以 g, n 增长，则

K = kAL

以 g + n 的速度增长。

解答 30.32. 线性化忽略高阶项，只在稳态附近误差较小时可靠。远离稳态时，非线性项可
能主导动态。

解答 30.33. Ch29 给出状态如何按 ODE 运动。Ch30 会在 ODE 约束上加入目标泛函和控
制变量，研究如何选择最优路径。

解答 30.34. HJB 方程是连续时间动态规划的递归形式。Ch29 的 ODE 是状态转移语言，
Ch33 会把它和随机过程、最优控制结合。

解答 30.35. 连续时间增长模型的骨架是：状态按 ODE 积累，稳态由 ẋ = 0 决定，稳定性

由导数或特征值判断。

30.12 Computation Lab
本章计算实验围绕连续时间路径和相图。初版可以使用简单 Euler 方法；正式数值章

节再比较 Runge–Kutta 等更高阶方法。

1. 对 ẋ = ax+ b 画出不同初值下的路径，并与解析解比较。
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2. 对物流增长 ẋ = rx(1− x/K) 画相图和时间路径。

3. 对二维线性系统 ẋ = Ax 计算特征值并模拟不同初值。

4. 对 Solow 模型模拟 k(t)、y(t)、c(t)，并标出稳态。

5. 改变 s, n, g, δ, α，比较稳态和收敛速度。

6. 画 Ramsey 模型的 k̇ = 0 和 ċ = 0 曲线，标出鞍路径方向。

Euler 方法伪代码为
choose step ∆ and initial x0;
for n = 0, 1, . . . , N − 1 :

xn+1 = xn +∆F (xn).

报告时应同时给出步长敏感性。若减小步长后图像大幅变化，说明原步长过粗，数值

结论不可靠。
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31.1 从给定路径到选择路径

Ch29 研究给定动态方程
ẋ(t) = F (x(t))

后路径如何运动。最优控制的问题更进一步：主体可以选择某些变量，让状态按约束动态

演化，并使整条路径带来的收益最大。连续时间宏观、资产组合、资源开采、库存管理和

企业投资都可写成这种形式。

最简单的路径选择问题是

max
x(·)

J [x] =

∫ T

0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt,

其中 L 称为 Lagrangian，J 是把整条路径映射为一个数的目标泛函。

定义 31.1 (泛函). 泛函是以函数或路径为自变量的函数。若每条可行路径 x(·)都被赋予一
个实数 J [x]，则 J 是路径空间上的泛函。

定义 31.2 (可行路径). 给定端点、光滑性和约束条件后，满足这些要求的路径称为可行路
径。在本章中，除非特别说明，可行路径至少连续可微。

例 31.1 (消费平滑作为路径问题). 家庭在有限期内选择消费路径 c(t)，目标为∫ T

0

e−ρtu(c(t)) dt.

如果财富路径 a(t) 满足

ȧ(t) = ra(t) + y(t)− c(t),

那么消费不是逐点独立选择，而是受整条财富动态约束。今天多消费会降低未来资产，这

就是最优控制需要协态变量的原因。

429
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例 31.2 (企业投资路径). 企业选择投资 i(t)，资本满足

k̇(t) = i(t)− δk(t).

若利润为 F (k(t))− i(t)− ψ
2
i(t)2，目标是∫ T

0

e−ρt
[
F (k(t))− i(t)− ψ

2
i(t)2

]
dt.

投资不仅有当期成本，也改变未来资本和利润。

31.2 变分与一阶变化

为了判断路径 x∗ 是否最优，我们考虑一条小扰动路径

xε(t) = x∗(t) + εh(t),

其中 h 是扰动方向，ε 是小参数。若端点固定，则要求

h(0) = h(T ) = 0.

定义 31.3 (变分). 给定候选路径 x∗ 和扰动方向 h，路径族

xε = x∗ + εh

称为 x∗ 沿方向 h 的变分。目标
d

dε
J [x∗ + εh]

∣∣∣∣
ε=0

称为一阶变分。

命题 31.1 (一阶变分公式). 设

J [x] =

∫ T

0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt,

且 L 对 x 和 ẋ 连续可微。则

d

dε
J [x+ εh]

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ T

0

[
Lx(t, x, ẋ)h(t) + Lẋ(t, x, ẋ)ḣ(t)

]
dt.

证明. 把 x+ εh 和 ẋ+ εḣ 代入 L。对 ε 求导并在 ε = 0 处取值，链式法则给出

Lx(t, x, ẋ)h(t) + Lẋ(t, x, ẋ)ḣ(t).

在光滑和有界条件下可把导数移入积分号，于是得到公式。
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例 31.3 (二次速度成本). 令

J [x] =

∫ T

0

1

2
ẋ(t)2 dt.

此时 Lx = 0、Lẋ = ẋ，所以一阶变分为∫ T

0

ẋ(t)ḣ(t) dt.

若端点固定，分部积分后得到

−
∫ T

0

ẍ(t)h(t) dt.

最优路径必须满足 ẍ(t) = 0，也就是端点之间的直线。

31.3 Euler-Lagrange 方程
一阶变分中含有 ḣ。为了得到对 h 本身的条件，对第二项分部积分：∫ T

0

Lẋḣ dt = [Lẋh]
T
0 −

∫ T

0

d

dt
Lẋ h dt.

若端点固定，则 h(0) = h(T ) = 0，边界项消失。

命题 31.2 (Euler-Lagrange 必要条件). 若 x∗ 是固定端点问题

max
x

∫ T

0

L(t, x, ẋ) dt

的内点最优路径，且足够光滑，则

Lx(t, x
∗, ẋ∗)− d

dt
Lẋ(t, x

∗, ẋ∗) = 0

对所有 t ∈ (0, T ) 成立。

证明. 最优路径的一阶变分必须对任意固定端点扰动 h 等于零。由一阶变分公式和分部积

分，

0 =

∫ T

0

[
Lx −

d

dt
Lẋ

]
h(t) dt.

由于 h 可以在内部任意局部变化，括号内的函数必须处处为零。这就是 Euler-Lagrange 方
程。

例 31.4 (最短路径). 平面中从 (0, 0) 到 (T,X) 的曲线长度为

J [x] =

∫ T

0

√
1 + ẋ(t)2 dt.
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这里 L 不含 x，所以 Euler-Lagrange 方程给出
d

dt

(
ẋ√

1 + ẋ2

)
= 0.

因此 ẋ 为常数，最短路径是直线。

例 31.5 (追求目标路径的平滑调整). 设政策制定者希望 x(t)接近目标 x̄(t)，但调整太快有

成本：

min
x

∫ T

0

[
1

2
(x(t)− x̄(t))2 +

γ

2
ẋ(t)2

]
dt.

把最小化改为一阶条件，Lx = x− x̄、Lẋ = γẋ。Euler-Lagrange 方程为

x(t)− x̄(t)− γẍ(t) = 0.

当 γ 大时，路径不会紧贴目标，而会更平滑。

31.4 动态约束与 Hamiltonian
经济问题通常不是直接选择 ẋ，而是选择控制变量 u(t)，状态按

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

演化。典型问题为

max
u(·)

∫ T

0

e−ρtr(t, x(t), u(t)) dt+ e−ρTϕ(x(T ))

subject to
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0.

定义 31.4 (现值 Hamiltonian). 对现值目标，定义 Hamiltonian 为

H(t, x, u, λ) = e−ρtr(t, x, u) + λf(t, x, u),

其中 λ(t) 是现值协态变量。

命题 31.3 (Hamiltonian 必要条件). 若 u∗, x∗ 是内点最优路径，且问题足够光滑，则存在

协态变量 λ(t)，使得

ẋ(t) = Hλ(t, x, u, λ),

λ̇(t) = −Hx(t, x, u, λ),

Hu(t, x, u, λ) = 0.

若终端状态自由并有终端收益 e−ρTϕ(x(T ))，还满足

λ(T ) = e−ρTϕ′(x(T )).
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证明. 构造增广目标∫ T

0

[
e−ρtr(t, x, u) + λ(t)(f(t, x, u)− ẋ)

]
dt+ e−ρTϕ(x(T )).

对 u 的一阶变化给出 Hu = 0。对 λ 的一阶变化恢复状态方程。对 x 的变化中，项 −λẋ 分
部积分，内部项给出

λ̇ = −Hx.

若终端状态自由，终端边界项给出

λ(T ) = e−ρTϕ′(x(T )).

例 31.6 (线性状态、二次控制成本). 考虑

max
u

∫ T

0

−1

2
u(t)2 dt

subject to
ẋ = u, x(0) = x0, x(T ) = x̄.

Hamiltonian 为
H = −1

2
u2 + λu.

一阶条件为 u = λ，协态方程为 λ̇ = 0。所以 u 为常数。为了满足终端条件，

u =
x̄− x0
T

.

最优路径以恒定速度从 x0 到达 x̄。

例 31.7 (库存调整). 企业选择生产 q(t)，库存满足

ẋ = q − d,

收益为

pd− c

2
q2 − h

2
x2.

Hamiltonian 为
H = pd− c

2
q2 − h

2
x2 + λ(q − d).

控制一阶条件给出

−cq + λ = 0, q =
λ

c
.

协态方程为

λ̇ = hx.

库存越高，未来降低库存的影子价值变化越强。
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31.5 协态变量的经济含义

协态变量 λ(t) 衡量在时点 t 多一单位状态对目标的边际价值。若 x 是资本，λ 是资本

的影子价格；若 x 是资产，λ 是财富的边际价值；若 x 是污染存量，λ 可能是污染的影子

损失。

例 31.8 (资本的影子价值). 企业问题中

k̇ = i− δk.

若多一单位资本会提高未来利润，则协态变量为正。控制一阶条件通常把投资边际成本与

资本影子价值联系起来：

投资边际成本 = λ(t).

这就是 Tobin’s q 思想的连续时间骨架。

例 31.9 (不可再生资源). 资源存量 S(t) 满足

Ṡ(t) = −q(t).

若资源越少未来越稀缺，则资源存量的协态变量代表地下资源的影子价值。最优开采要求

当前开采收益与保留资源的未来价值平衡。

31.6 当前值 Hamiltonian

在无限期或折现问题中，现值协态变量 λ(t)往往随 e−ρt 缩小。宏观经济中更常用当前

值协态变量

µ(t) = eρtλ(t).

定义 31.5 (当前值 Hamiltonian). 若现值 Hamiltonian 为

H = e−ρtr(t, x, u) + λf(t, x, u),

定义当前值 Hamiltonian

Hc(t, x, u, µ) = r(t, x, u) + µf(t, x, u),

其中 µ = eρtλ。
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命题 31.4 (当前值协态方程). 若 µ = eρtλ，则当前值条件为

ẋ = Hc
µ,

µ̇ = ρµ−Hc
x,

Hc
u = 0.

证明. 由 λ = e−ρtµ，

λ̇ = e−ρt(µ̇− ρµ).

现值协态方程为

λ̇ = −e−ρtrx − λfx = −e−ρt(rx + µfx).

两边乘以 eρt，得

µ̇− ρµ = −(rx + µfx).

所以

µ̇ = ρµ−Hc
x.

状态方程和控制一阶条件直接由定义得到。

例 31.10 (当前值写法的好处). 若目标为∫ ∞

0

e−ρtu(c(t)) dt,

则现值 Hamiltonian 中每一项都带 e−ρt。用当前值 Hamiltonian

Hc = u(c) + µf(k, c)

后，一阶条件通常写成

u′(c) = µ,

这比 e−ρtu′(c) = λ 更贴近经济解释：当前消费的边际效用等于当前值资本影子价值。

31.7 无限期问题与横截条件

无限期问题没有终端时点，必须排除“把价值藏在无穷远处”的非最优路径。横截条

件就是这类边界条件。
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定义 31.6 (横截条件). 在无限期折现问题中，典型横截条件为

lim
t→∞

λ(t)x(t) = 0

或当前值形式

lim
t→∞

e−ρtµ(t)x(t) = 0.

具体形式取决于状态变量是否自由、是否有非负约束和模型的可行集。

例 31.11 (资产不能留下无用财富). 家庭最大化∫ ∞

0

e−ρtu(c(t)) dt

且资产满足

ȧ = ra+ y − c.

若最后仍有大量按边际效用计价的财富没有被消费，通常说明可以提高某些时点消费并增

加效用。横截条件排除了这种浪费型路径。

例 31.12 (泡沫路径的排除). 某些动态方程的一阶条件允许资产或资本影子价值以很快速
度增长。横截条件要求折现后的影子价值乘以状态不能留下正的极限，从而排除只满足局

部一阶条件、但不是全局最优的路径。

31.8 Ramsey 增长模型
代表性家庭选择消费路径 c(t)，资本按

k̇(t) = f(k(t))− c(t)− (δ + n+ g)k(t)

演化。目标为 ∫ ∞

0

e−(ρ−n)tu(c(t)) dt,

其中 k 是有效劳动人均资本。为突出核心，令有效折现率记为 ρ̃ = ρ− n。

当前值 Hamiltonian 为

Hc = u(c) + µ [f(k)− c− (δ + n+ g)k] .

控制一阶条件：

u′(c) = µ.

协态方程：

µ̇ = ρ̃µ− µ [f ′(k)− (δ + n+ g)] .
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因此
µ̇

µ
= ρ̃+ δ + n+ g − f ′(k).

命题 31.5 (Ramsey Euler 方程). 若

u(c) =
c1−θ

1− θ
, θ > 0, θ 6= 1,

则 Ramsey 模型的消费增长率满足

ċ

c
=

1

θ
[f ′(k)− δ − n− g − ρ̃] .

证明. 由 u′(c) = c−θ = µ，取对数得

logµ = −θ log c.

对时间求导：
µ̇

µ
= −θ ċ

c
.

又由协态方程，
µ̇

µ
= ρ̃+ δ + n+ g − f ′(k).

合并两式并移项，得到
ċ

c
=

1

θ
[f ′(k)− δ − n− g − ρ̃] .

例 31.13 (对数效用). 若 u(c) = log c，可看作 θ = 1。Euler 方程变为

ċ

c
= f ′(k)− δ − n− g − ρ̃.

当资本边际产出高于有效折旧和折现要求时，消费增长；反之消费下降。

例 31.14 (Ramsey 稳态). 稳态要求

ċ = 0, k̇ = 0.

由 Euler 方程，
f ′(k∗) = δ + n+ g + ρ̃.

由资本方程，

c∗ = f(k∗)− (δ + n+ g)k∗.

第一条决定资本，第二条决定消费。
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例 31.15 (Cobb-Douglas Ramsey 稳态). 若 f(k) = Akα，则

αAkα−1 = δ + n+ g + ρ̃.

因此

k∗ =

(
αA

δ + n+ g + ρ̃

) 1
1−α

.

消费稳态为

c∗ = Ak∗α − (δ + n+ g)k∗.

31.9 充分性：凹性让一阶条件可靠

一阶条件通常只是必要条件。若目标对控制和状态是凹的、动态约束是线性的或满足

适当凹性，并且可行集凸，则 Hamiltonian 条件加横截条件常能给出充分性。

命题 31.6 (凹性下的充分性). 考虑最大化问题。若对每个 t，当前收益 r(t, x, u) 关于 (x, u)

凹，状态方程 f(t, x, u) 对 (x, u) 仿射，可行集凸。若候选路径满足 Hamiltonian 最大化条
件、状态方程、协态方程和合适的横截条件，则该路径为全局最优。

证明. 取任意可行路径 (x, u) 和候选路径 (x∗, u∗)。凹性给出收益差不超过一阶线性近似。

Hamiltonian 最大化条件使控制方向上的一阶项非正。状态方向上的项可用协态方程转化
为一个全导数。对时间积分后，内部项相互抵消，剩余边界项由初始状态相同和横截条件

控制。因此任意可行路径的目标值不超过候选路径。

例 31.16 (线性二次问题的全局最优). 若收益是负的二次损失，状态方程线性，可行控制
集合凸，则问题是凹最大化问题。满足 Hamiltonian 条件和边界条件的路径不仅是局部候
选，而且是全局最优路径。

31.10 与 Bellman 和 HJB 的桥梁
最优控制和动态规划看同一个问题的两个侧面。最大值原理沿一条最优路径追踪状态

和协态；Bellman 方法研究从任意状态出发的价值函数。若价值函数 V (t, x) 足够光滑，则

协态变量与价值函数导数相连：

λ(t) = Vx(t, x(t)).

在无限期当前值问题中，类似地有

µ(t) = v′(x(t)).
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例 31.17 (协态变量与价值函数斜率). 若 v(k) 是从资本 k 出发的当前值价值函数，那么多

一单位资本带来的边际价值是 v′(k)。最优控制中的当前值协态变量 µ(t) 正是沿最优路径

的这个边际价值：

µ(t) = v′(k(t)).

Ch33 的 HJB 方程会把这个关系系统化。

例 31.18 (Hamiltonian 最大化与 Bellman 最大化). 当前值 HJB 的核心形式是

ρv(x) = max
u

{r(x, u) + v′(x)f(x, u)}.

如果把 µ = v′(x)，右侧最大化的对象就是当前值 Hamiltonian

Hc(x, u, µ) = r(x, u) + µf(x, u).

因此本章的 Hamiltonian 条件是 HJB 的路径版一阶条件。

31.11 本章小结

变分法处理直接选择路径的问题，Euler-Lagrange 方程给出路径最优的必要条件。最
优控制把状态动态和控制变量分开，用 Hamiltonian、协态变量和横截条件描述最优路径。
当前值 Hamiltonian 是宏观经济最常用的写法。Ramsey 模型展示了如何从最优控制得到
消费 Euler 方程。接下来的 PDE 和 HJB 章节会把协态变量解释为价值函数导数，并从路
径最优走向状态空间中的函数方程。

31.12 Exercises
习题 31.1. 定义泛函，并给出一个经济学例子。

习题 31.2. 说明路径选择问题和静态选择问题的区别。

习题 31.3. 定义变分 xε = x+ εh。

习题 31.4. 推导 J [x] =
∫ T
0
L(t, x, ẋ) dt 的一阶变分公式。

习题 31.5. 解释固定端点条件为何要求 h(0) = h(T ) = 0。

习题 31.6. 推导 Euler-Lagrange 方程。

习题 31.7. 对 L = 1
2
ẋ2 求 Euler-Lagrange 方程。
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习题 31.8. 对 L = 1
2
(x− x̄)2 + γ

2
ẋ2 求 Euler-Lagrange 方程。

习题 31.9. 若 L 不显含 x，说明 Euler-Lagrange 方程有什么简化。

习题 31.10. 写出带状态方程 ẋ = f(t, x, u) 的最优控制问题。

习题 31.11. 定义现值 Hamiltonian。

习题 31.12. 写出 Hamiltonian 必要条件。

习题 31.13. 解释协态变量的经济含义。

习题 31.14. 对 max
∫ T
0
−1

2
u2dt、ẋ = u 写出 Hamiltonian 条件。

习题 31.15. 说明终端状态自由时为何需要终端条件。

习题 31.16. 定义当前值协态变量 µ。

习题 31.17. 从 µ = eρtλ 推导当前值协态方程。

习题 31.18. 写出当前值 Hamiltonian 的三个核心条件。

习题 31.19. 解释横截条件的作用。

习题 31.20. 给出一个只满足一阶条件但可能被横截条件排除的直观例子。

习题 31.21. 写出 Ramsey 模型的当前值 Hamiltonian。

习题 31.22. 推导 Ramsey 模型的消费一阶条件。

习题 31.23. 推导 Ramsey 模型的协态方程。

习题 31.24. 在 CRRA 效用下推导 Ramsey Euler 方程。

习题 31.25. 若 u(c) = log c，写出消费增长率。

习题 31.26. 求 Cobb-Douglas Ramsey 稳态资本。

习题 31.27. 说明 θ 如何影响消费对资本回报变化的反应。

习题 31.28. 解释 Ramsey 相图中 ċ = 0 线的含义。

习题 31.29. 解释 Ramsey 相图中 k̇ = 0 线的含义。

习题 31.30. 说明凹性为何能把必要条件提升为充分条件。

习题 31.31. 给出线性二次控制问题为何适合用充分性定理。

习题 31.32. 解释协态变量和价值函数导数的关系。

习题 31.33. 把当前值 HJB 右侧和当前值 Hamiltonian 对应起来。

习题 31.34. 说明最优控制方法和 Bellman 方法的区别。

习题 31.35. 列出求解一个确定性连续时间控制问题的标准步骤。
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31.13 Solutions
本章解答的主线是：先把路径扰动写清楚，再由一阶变分得到 Euler-Lagrange；对于

带状态约束的问题，则通过 Hamiltonian 把状态、控制和协态方程联立起来。

解答 31.1. 泛函是以函数或路径为输入的映射。例如

J [c] =

∫ T

0

e−ρtu(c(t)) dt

把消费路径 c(·) 映射为生命周期效用。

解答 31.2. 静态选择只选择一个向量或一个时点的变量。路径选择要选择整个函数 x(t)或

u(t)。一个时点的选择会通过状态方程影响未来，所以不能逐点独立最优化。

解答 31.3. 给定候选路径 x 和扰动方向 h，令

xε(t) = x(t) + εh(t).

当 ε 很小时，xε 是 x 附近的一条路径。研究 J [xε] 对 ε 的导数就是研究目标对这类扰动的

一阶反应。

解答 31.4. 代入扰动路径：

J [x+ εh] =

∫ T

0

L(t, x+ εh, ẋ+ εḣ) dt.

对 ε 求导并令 ε = 0，由链式法则得到∫ T

0

[
Lx(t, x, ẋ)h+ Lẋ(t, x, ẋ)ḣ

]
dt.

解答 31.5. 固定端点表示所有可行扰动路径都必须保留原来的端点：

xε(0) = x(0), xε(T ) = x(T ).

由于 xε = x+ εh，这要求

h(0) = 0, h(T ) = 0.

解答 31.6. 由一阶变分公式，

δJ =

∫ T

0

(Lxh+ Lẋḣ) dt.

分部积分： ∫ T

0

Lẋḣ dt = [Lẋh]
T
0 −

∫ T

0

d

dt
Lẋh dt.
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固定端点时边界项为零，所以

δJ =

∫ T

0

[
Lx −

d

dt
Lẋ

]
h dt.

对任意内部扰动 h 都为零，得到

Lx −
d

dt
Lẋ = 0.

解答 31.7. 若 L = 1
2
ẋ2，则

Lx = 0, Lẋ = ẋ.

Euler-Lagrange 方程为
0− d

dt
ẋ = 0,

即

ẍ = 0.

解答 31.8. 此时
Lx = x− x̄, Lẋ = γẋ.

Euler-Lagrange 方程为
x− x̄− γẍ = 0.

它说明目标偏离项和调整平滑项之间要平衡。

解答 31.9. 若 L 不显含 x，则 Lx = 0。Euler-Lagrange 方程变成

d

dt
Lẋ = 0.

因此 Lẋ 沿最优路径为常数。

解答 31.10. 标准写法为

max
u(·)

∫ T

0

e−ρtr(t, x(t), u(t)) dt+ e−ρTϕ(x(T ))

subject to
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0.

解答 31.11. 现值 Hamiltonian 是

H(t, x, u, λ) = e−ρtr(t, x, u) + λf(t, x, u).

它把当期收益和状态动态约束合并到一个对象中。
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解答 31.12. 内点最优通常满足
ẋ = Hλ,

λ̇ = −Hx,

Hu = 0.

再加上初始条件和终端条件或横截条件，构成完整动态系统。

解答 31.13. 协态变量衡量多一单位状态变量的边际价值。若状态是资本，协态变量是资本
的影子价格；若状态是财富，协态变量是财富的边际效用价值。

解答 31.14. Hamiltonian 为
H = −1

2
u2 + λu.

控制条件：

Hu = −u+ λ = 0,

所以 u = λ。状态方程为

ẋ = u.

协态方程为

λ̇ = −Hx = 0.

因此最优控制为常数。

解答 31.15. 终端状态自由时，最优路径的终点也会随扰动变化。分部积分留下终端边界
项。为了让任意终端扰动的一阶收益为零，需要满足终端条件。例如有终端收益时：

λ(T ) = e−ρTϕ′(x(T )).

解答 31.16. 当前值协态变量定义为

µ(t) = eρtλ(t).

它把现值协态变量重新放大到时点 t 的当前价值单位。

解答 31.17. 由 λ = e−ρtµ，

λ̇ = e−ρt(µ̇− ρµ).

现值协态方程给出

λ̇ = −e−ρt(rx + µfx).

两边乘以 eρt，得到

µ̇− ρµ = −(rx + µfx).

所以

µ̇ = ρµ−Hc
x.
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解答 31.18. 当前值 Hamiltonian

Hc = r(t, x, u) + µf(t, x, u)

对应条件为

ẋ = Hc
µ, µ̇ = ρµ−Hc

x, Hc
u = 0.

解答 31.19. 横截条件是无限期问题的远端边界条件。它排除把有价值资源留到无穷远、或
者让影子价值和状态形成泡沫式增长的路径。没有横截条件，一阶微分方程系统通常会有

太多候选解。

解答 31.20. 例如资产积累问题中，某条路径可能满足 Euler 方程，却让家庭永远过度储
蓄，导致

lim
t→∞

e−ρtµ(t)a(t) > 0.

这说明仍有折现后的有价值资产没有被使用，通常违反横截条件。

解答 31.21. Ramsey 当前值 Hamiltonian 为

Hc = u(c) + µ[f(k)− c− (δ + n+ g)k].

解答 31.22. 对 c 求一阶条件：

Hc
c = u′(c)− µ = 0.

因此

u′(c) = µ.

解答 31.23. 对 k 求偏导：

Hc
k = µ[f ′(k)− (δ + n+ g)].

当前值协态方程为

µ̇ = ρ̃µ−Hc
k,

所以

µ̇ = µ[ρ̃+ δ + n+ g − f ′(k)].

解答 31.24. CRRA 下 u′(c) = c−θ，由一阶条件 µ = c−θ。取对数并求导：

µ̇

µ
= −θ ċ

c
.

又
µ̇

µ
= ρ̃+ δ + n+ g − f ′(k).

因此
ċ

c
=

1

θ
[f ′(k)− δ − n− g − ρ̃].
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解答 31.25. 对数效用对应 θ = 1，所以

ċ

c
= f ′(k)− δ − n− g − ρ̃.

解答 31.26. 若 f(k) = Akα，稳态消费增长为零，因此

αAkα−1 = δ + n+ g + ρ̃.

解得

k∗ =

(
αA

δ + n+ g + ρ̃

)1/(1−α)

.

解答 31.27. Euler 方程中
ċ

c
=

1

θ
[f ′(k)− δ − n− g − ρ̃].

θ 越大，消费增长率对净回报变化越不敏感；主体越想平滑消费。

解答 31.28. ċ = 0 线表示消费既不上升也不下降。Ramsey 模型中它由

f ′(k) = δ + n+ g + ρ̃

给出，通常是一条垂直于 k 轴的线。

解答 31.29. k̇ = 0 线由

c = f(k)− (δ + n+ g)k

给出。在线下方消费低于净产出，资本增加；在线上方消费高于净产出，资本减少。

解答 31.30. 凹性保证任意偏离路径的收益差不超过一阶线性近似。若候选路径已使一阶
项非正，并且边界项由横截条件控制，则没有其他可行路径能给出更高目标值。因此必要

条件成为充分条件。

解答 31.31. 线性二次问题通常有线性状态方程和凹二次收益或负二次损失。可行集合常
为凸集，因此满足凹性充分性定理的结构，Hamiltonian 条件可以刻画全局最优。

解答 31.32. 价值函数 V (t, x) 表示从状态 x出发的最大价值。多一单位状态的边际价值是

Vx(t, x)。沿最优路径，协态变量正是这个边际价值：

λ(t) = Vx(t, x(t)).

解答 31.33. 当前值 HJB 右侧是

max
u

{r(x, u) + v′(x)f(x, u)}.

若令 µ = v′(x)，则被最大化的对象是

Hc(x, u, µ) = r(x, u) + µf(x, u).
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解答 31.34. 最优控制方法沿一条最优路径求解状态和协态的微分方程。Bellman方法则求
所有状态上的价值函数。前者更像路径视角，后者更像状态空间视角。

解答 31.35. 标准步骤是：写目标和状态方程；构造 Hamiltonian；求控制一阶条件；写状
态方程和协态方程；加入初始条件、终端条件或横截条件；求解动态系统；最后用凹性或

其他论证检查充分性。

31.14 Computation Lab
本章的计算实验应服务于三件事：把边界条件和横截条件变成可检查的数值对象，观

察鞍路径如何被选择，并比较最大值原理和动态规划的数值表达。

1. Euler-Lagrange 离散化。选取

min
x

∫ T

0

[
1

2
(x− x̄)2 +

γ

2
ẋ2
]
dt

用有限差分近似 ẋ，解离散二次优化问题，并与连续方程

x− x̄− γẍ = 0

比较。

2. 有限期 shooting。对
ẋ = u, H = −1

2
u2 + λu

给定 x(0) 和 x(T )，猜测初始协态 λ(0)，用 shooting 方法命中终端状态。

3. Ramsey 相图。给定 f(k) = Akα，画出

ċ = 0, k̇ = 0

两条曲线，并用不同初始消费展示路径发散或趋向稳态的差异。

4. 横截条件检查。对模拟出的 Ramsey 路径，计算

e−ρ̃tµ(t)k(t)

的尾部行为。比较满足鞍路径条件和偏离路径的差异。

5. Hamiltonian 与 HJB 的接口。在一维确定性问题中先用时间迭代近似价值函数，再
计算 v′(x)，并与最大值原理求出的当前值协态 µ 比较。
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32.1 为什么经济学会遇到 PDE
ODE 描述一个状态随时间变化：

ẋ(t) = F (x(t)).

PDE 描述一个函数同时随时间和状态变化。例如价值函数 v(t, x) 的变化既取决于时间 t，

也取决于状态 x。在连续时间资产定价中，价格可能写作 V (t, S)；在异质性主体模型中，个

体价值函数写作 v(t, a, y)，分布密度写作 m(t, a, y)。这时自然出现偏微分方程。

定义 32.1 (偏微分方程). 偏微分方程是含有多元函数及其偏导数的方程。例如

vt(t, x) + a(x)vx(t, x) = 0

就是关于未知函数 v(t, x) 的一阶 PDE。

例 32.1 (资产价格函数). 若股票价格为状态 S，衍生品价格为 V (t, S)，则价格对时间的变

化 Vt、对状态的敏感度 VS 和曲率 VSS 都会进入定价方程。Black-Scholes 方程就是这种结
构的代表。

例 32.2 (价值函数). 确定性控制问题的价值函数可写为 v(k) 或 v(t, k)。若状态 k 连续，

Bellman 方程不再是有限状态方程，而会出现

ρv(k) = max
c

{u(c) + v′(k)[f(k)− c− δk]}.

这是最简单的 HJB 型方程。

32.2 偏导数、梯度和 Laplacian
若 v = v(t, x)，则

vt =
∂v

∂t
, vx =

∂v

∂x
, vxx =

∂2v

∂x2
.

447
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若状态 x ∈ Rn，梯度为

∇v(x) =


vx1(x)

...
vxn(x)

 ,

Hessian 为
D2v(x) =

[
vxixj(x)

]n
i,j=1

.

Laplacian 是二阶偏导数之和：

∆v(x) =
n∑
i=1

vxixi(x).

例 32.3 (二元二次函数). 令

v(x1, x2) = x21 + x1x2 + 3x22.

则

∇v =

(
2x1 + x2

x1 + 6x2

)
, D2v =

(
2 1

1 6

)
.

Laplacian 为
∆v = 2 + 6 = 8.

例 32.4 (效用曲率). 若价值函数 v(a, y) 取决于资产 a 和收入状态 y，则 va 是财富边际价

值，vaa 描述财富边际价值随资产变化的速度。消费储蓄问题的一阶条件常使用 va，而不

确定性下的扩散项会带来 vaa。

命题 32.1 (沿曲线的链式法则). 设 v(t, x) 连续可微，且 x(t) 可微。则

d

dt
v(t, x(t)) = vt(t, x(t)) + vx(t, x(t))ẋ(t).

若 x(t) ∈ Rn，则
d

dt
v(t, x(t)) = vt(t, x(t)) +∇v(t, x(t)) · ẋ(t).

证明. 一维情形直接由多元链式法则得到：

d

dt
v(t, x(t)) =

∂v

∂t

dt

dt
+
∂v

∂x

dx

dt
.

多维情形把每个状态分量的贡献相加，即得到梯度内积形式。
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32.3 初值、边界值和终端值

PDE 本身通常不够决定唯一解，还需要条件。时间向前演化的问题常给初值：

v(0, x) = v0(x).

有限期资产定价和控制问题常给终端值：

v(T, x) = Φ(x).

空间或状态域 Ω 上的问题还可能给边界条件：

v(t, x) = g(t, x), x ∈ ∂Ω.

定义 32.2 (初值、边界值和终端值). 初值条件指定 t = 0时的函数。终端值条件指定 t = T

时的函数。边界条件指定状态域边界 ∂Ω 上的函数值或导数值。

例 32.5 (欧式期权的终端值). 欧式看涨期权到期支付为

Φ(S) = max{S −K, 0}.

定价函数 V (t, S) 通常满足终端条件

V (T, S) = Φ(S).

PDE 从终端时点向前求解价格。

例 32.6 (借款约束边界). 若资产状态 a 不能低于 a，则价值函数 v(a) 在边界附近必须反

映不能继续降低资产的约束。数值求解时常需要在 a = a 处指定单边导数或使用不等式条

件。

32.4 PDE 的粗分类
按最高阶导数，PDE 可分为一阶和二阶。按未知函数及其导数是否线性，PDE 可分

为线性、半线性、拟线性和完全非线性。本书只需要入口层分类。

定义 32.3 (线性 PDE). 若未知函数及其导数只以线性方式出现，例如

vt + a(x)vx + b(x)v = 0,

则称为线性 PDE。
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定义 32.4 (HJB 型非线性 PDE). 若方程含有对控制的最大化，例如

ρv(x) = max
u

{r(x, u) + vx(x)f(x, u)},

则称为 HJB 型方程。非线性来自最大化算子。

例 32.7 (线性定价方程). 给定风险中性动态后，许多资产价格满足线性 PDE。直觉是价格
等于未来支付的条件期望，支付的加总对价格是线性的。

例 32.8 (非线性控制方程). 消费储蓄问题中，控制 c 由主体选择：

ρv(a) = max
c

{u(c) + va(a)(ra+ y − c)}.

由于右侧要对 c 最大化，方程对 va 通常是非线性的。

32.5 一阶运输方程

最简单的一阶 PDE 是
vt(t, x) + avx(t, x) = 0,

其中 a 是常数。它表示函数图像以速度 a 沿 x 轴平移。

命题 32.2 (常系数运输方程). 若

vt + avx = 0, v(0, x) = v0(x),

则解为

v(t, x) = v0(x− at).

证明. 令 v(t, x) = v0(x− at)。则

vt = −av′0(x− at), vx = v′0(x− at).

所以

vt + avx = −av′0(x− at) + av′0(x− at) = 0.

且 v(0, x) = v0(x)。

例 32.9 (收入分布平移). 若所有人的收入以相同速度 a 增长，而分布形状不变，则某个分

布函数或密度剖面会沿收入轴平移。运输方程描述的正是这种“形状移动但不扩散”的动

态。

例 32.10 (确定性财富漂移). 若财富满足

ȧ = s

且没有随机冲击，则个体状态沿财富轴以速度 s 移动。价值或分布对象在状态空间中的移

动可用运输项描述。
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32.6 特征线方法

对更一般的一阶 PDE
vt + a(x)vx = 0,

考虑曲线 x(t) 满足

ẋ(t) = a(x(t)).

沿这条曲线，
d

dt
v(t, x(t)) = vt + a(x)vx = 0.

因此 v 沿特征线保持常数。

例 32.11 (状态依赖速度). 设

vt + xvx = 0, v(0, x) = v0(x).

特征线满足

ẋ = x, x(t) = x0e
t.

给定当前 x，初始位置为 x0 = xe−t。因此

v(t, x) = v0(xe
−t).

例 32.12 (沿资本路径的价值传播). 若资本按

k̇ = f(k)

确定性演化，且某函数 v(t, k) 满足

vt + f(k)vk = 0,

则 v 沿资本运动轨迹保持不变。这是链式法则和特征线方法在经济动态中的直接联系。

32.7 守恒形式与分布演化

分布密度 m(t, x) 的演化常写为守恒形式：

mt(t, x) +
∂

∂x
[a(x)m(t, x)] = 0.

它表示质量不会凭空产生，只是在状态空间中流动。
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命题 32.3 (守恒运输的积分解释). 若

mt + (am)x = 0,

则在区间 [ℓ, r] 上，
d

dt

∫ r

ℓ

m(t, x) dx = a(ℓ)m(t, ℓ)− a(r)m(t, r).

证明. 对 PDE 在 [ℓ, r] 上积分：∫ r

ℓ

mt dx+

∫ r

ℓ

(am)x dx = 0.

第一项为
d

dt

∫ r

ℓ

m(t, x) dx.

第二项由微积分基本定理为

a(r)m(t, r)− a(ℓ)m(t, ℓ).

移项即得公式。

例 32.13 (财富分布的流入和流出). 在资产区间 [ℓ, r] 内的人口质量变化，等于左边界流入

减去右边界流出。若 a(r)m(t, r) 很大，说明很多人正穿过右边界离开该资产区间。

例 32.14 (年龄分布). 年龄 s 满足 ṡ = 1。若没有死亡和出生，年龄密度满足

mt +ms = 0.

这意味着整个年龄分布随时间向右平移。

32.8 热方程与扩散

热方程是最基本的二阶抛物型 PDE：

vt = κvxx, κ > 0.

它描述局部曲率如何带来平滑。若某处函数值低于两边，vxx > 0，则该处上升；若高于两

边，vxx < 0，则该处下降。

命题 32.4 (Fourier 模式衰减). 函数

v(t, x) = e−κn
2t sin(nx)

满足热方程

vt = κvxx.
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证明. 直接计算：
vt = −κn2e−κn

2t sin(nx),

vxx = −n2e−κn
2t sin(nx).

因此

κvxx = −κn2e−κn
2t sin(nx) = vt.

例 32.15 (不确定性带来的平滑). 在资产定价中，未来状态有扩散风险时，价格函数不仅
受一阶敏感度影响，也受曲率影响。曲率项类似热方程中的 vxx，它让尖锐支付在向前或向

后传播时变得更平滑。

例 32.16 (收入冲击的扩散). 若收入状态有连续随机冲击，密度不只被漂移搬运，也会扩
散。直觉上，原本集中在一点附近的人群会逐渐散开，这就是二阶项在分布方程中的作用。

32.9 Laplace 与 Poisson 方程
没有时间变量的二阶方程常描述稳态。Laplace 方程为

∆v = 0.

Poisson 方程为
−∆v = f.

在一维中就是

−v′′(x) = f(x).

命题 32.5 (一维 Poisson 方程积分公式). 若

−v′′(x) = f(x), v(0) = v(1) = 0,

则 v 可由两次积分和边界条件确定。特别地，若 f(x) = q 为常数，则

v(x) =
q

2
x(1− x).

证明. 当 f(x) = q 时，

v′′(x) = −q.

积分一次得

v′(x) = −qx+ C1.
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再积分得

v(x) = −q
2
x2 + C1x+ C2.

由 v(0) = 0 得 C2 = 0。由 v(1) = 0 得

−q
2
+ C1 = 0,

所以 C1 = q/2。因此

v(x) =
q

2
x(1− x).

例 32.17 (稳态价值剖面). 若一个地区或状态空间中的价值受到外部源项 f(x) 影响，并通

过空间联系平滑，那么稳态条件可能写成 Poisson 型方程。边界条件决定价值在边缘状态
上的锚。

例 32.18 (均衡势函数). 在某些空间经济或网络极限模型中，价格、拥挤成本或匹配价值
可类比为势函数。Laplace 或 Poisson 方程提供了“内部由平衡条件决定，边界由外部条件
固定”的数学语言。

32.10 确定性 HJB 方程
Ch30 的最优控制沿最优路径写 Hamiltonian 条件。动态规划则直接写价值函数方程。

考虑无限期确定性问题

v(x) = max
u(·)

∫ ∞

0

e−ρtr(x(t), u(t)) dt

subject to
ẋ = f(x, u), x(0) = x.

短时间 Bellman 原理给出

v(x) = max
u

{
r(x, u)∆t+ e−ρ∆tv(x+∆tf(x, u))

}
+ o(∆t).

命题 32.6 (确定性 HJB 的短时推导). 若 v 足够光滑，则价值函数满足

ρv(x) = max
u

{r(x, u) + vx(x)f(x, u)}.

证明. 对短时间 Bellman 方程使用一阶展开：

e−ρ∆t = 1− ρ∆t+ o(∆t),

v(x+∆tf) = v(x) + ∆tvx(x)f(x, u) + o(∆t).
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代回后，

v(x) = max
u

{r(x, u)∆t+ v(x) + ∆t[vxf − ρv] + o(∆t)}.

两边减去 v(x)，除以 ∆t，令 ∆t→ 0，得到

0 = max
u

{r(x, u) + vxf − ρv}.

移项即为 HJB。

例 32.19 (消费储蓄 HJB). 财富满足

ȧ = ra+ y − c.

无限期价值函数满足

ρv(a) = max
c

{u(c) + va(a)(ra+ y − c)}.

一阶条件为

u′(c) = va(a),

这正是 Ch30 中当前值协态变量等于价值函数导数的 Bellman 版本。

例 32.20 (企业投资 HJB). 资本满足

k̇ = i− δk,

利润为

F (k)− i− ψ

2
i2.

HJB 为
ρv(k) = max

i

{
F (k)− i− ψ

2
i2 + vk(k)(i− δk)

}
.

一阶条件为

−1− ψi+ vk(k) = 0.

资本的边际价值越高，投资越强。

32.11 向随机控制和金融 PDE 的桥
随机状态会给 HJB 增加二阶项。形式上，若状态有漂移 b(x, u) 和波动 σ(x, u)，后续

章节会看到

ρv(x) = max
u

{
r(x, u) + vxb(x, u) +

1

2
σ(x, u)2vxx

}
.

其中二阶项来自随机波动。Black-Scholes 方程也具有相同结构：时间项、一阶状态项、二
阶曲率项和贴现项。
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例 32.21 (Black-Scholes PDE 的形状). 后续资产定价中会出现

Vt + rSVS +
1

2
σ2S2VSS − rV = 0.

这里 VS 是 Delta，VSS 是 Gamma。二阶项说明价格曲率会影响风险复制和期权价值。

例 32.22 (HJB-KF系统的形状). 连续时间异质性主体模型常有一条 HJB方程决定个体最
优政策，另有一条 Kolmogorov forward 方程决定分布演化：

HJB for v, KF for m.

本章的一阶运输和守恒形式就是理解 KF 方程的入口。

32.12 本章小结

PDE 是连续时间经济学中价值函数、价格函数和分布密度的自然语言。一阶运输方程
描述状态空间中的确定性流动；守恒形式描述分布质量如何流入流出；热方程和二阶项描

述扩散和平滑；Poisson/Laplace方程描述稳态和边界约束；HJB方程把连续时间最优控制
写成状态空间中的函数方程。下一章将引入 Brownian motion 和 Itô 引理，解释二阶项如
何从随机运动中出现。

32.13 Exercises

习题 32.1. 说明 ODE 和 PDE 的区别。

习题 32.2. 定义偏导数 vt、vx、vxx。

习题 32.3. 对 v(x1, x2) = x21 + 2x1x2 + x22 计算梯度和 Hessian。

习题 32.4. 计算 v(x, y) = x2 + y2 的 Laplacian。

习题 32.5. 证明沿曲线的链式法则。

习题 32.6. 解释初值条件、终端值条件和边界条件的区别。

习题 32.7. 给出一个资产定价中的终端值条件例子。

习题 32.8. 判断 vt + avx = 0 是几阶 PDE。

习题 32.9. 判断 ρv = maxc{u(c) + va(ra+ y − c)} 为什么是非线性的。
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习题 32.10. 求解常系数运输方程 vt + 2vx = 0、v(0, x) = x2。

习题 32.11. 验证 v(t, x) = v0(x− at) 满足 vt + avx = 0。

习题 32.12. 解释特征线的含义。

习题 32.13. 求解 vt + xvx = 0、v(0, x) = logx，其中 x > 0。

习题 32.14. 写出守恒形式运输方程。

习题 32.15. 推导 d
dt

∫ r
ℓ
m(t, x)dx = a(ℓ)m(t, ℓ)− a(r)m(t, r)。

习题 32.16. 解释财富分布方程中边界流量的经济含义。

习题 32.17. 写出热方程并解释 κ 的作用。

习题 32.18. 验证 e−κn
2t sin(nx) 满足热方程。

习题 32.19. 说明热方程为什么具有平滑作用。

习题 32.20. 定义 Laplace 方程和 Poisson 方程。

习题 32.21. 解 −v′′(x) = 1、v(0) = v(1) = 0。

习题 32.22. 若 −v′′(x) = q、v(0) = v(1) = 0，求 v(1/2)。

习题 32.23. 解释边界条件在 Poisson 方程中的作用。

习题 32.24. 从短时间 Bellman 原理推导确定性 HJB。

习题 32.25. 写出消费储蓄问题的确定性 HJB。

习题 32.26. 由消费储蓄 HJB 推导消费一阶条件。

习题 32.27. 写出企业投资问题的 HJB。

习题 32.28. 解释 vx 在 HJB 中的经济含义。

习题 32.29. 说明随机控制 HJB 中二阶项的来源。

习题 32.30. 写出 Black-Scholes PDE 的基本形状。

习题 32.31. 解释 Delta 和 Gamma 分别对应哪个偏导数。

习题 32.32. 说明 HJB 方程和 Hamiltonian 最大化之间的关系。

习题 32.33. 解释 Kolmogorov forward 方程为什么常是守恒形式。

习题 32.34. 比较运输方程和热方程的经济含义。

习题 32.35. 列出后续连续时间金融和宏观金融中会反复出现的三类 PDE。
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32.14 Solutions

本章解答的核心是把“函数随状态变化”看成新的对象：价值函数、价格函数和分布

密度都可能是 PDE 的未知函数。

解答 32.1. ODE 的未知对象通常是一条时间路径 x(t)，方程含有普通导数。PDE 的未知
对象是多变量函数，例如 v(t, x)，方程含有偏导数，如 vt、vx、vxx。

解答 32.2.
vt =

∂v

∂t
, vx =

∂v

∂x
, vxx =

∂2v

∂x2
.

其中 vt 衡量时间方向变化，vx 衡量状态方向边际变化，vxx 衡量状态方向曲率。

解答 32.3. 对
v = x21 + 2x1x2 + x22

有

∇v =

(
2x1 + 2x2

2x1 + 2x2

)
,

且

D2v =

(
2 2

2 2

)
.

解答 32.4. 若 v(x, y) = x2 + y2，则

vxx = 2, vyy = 2.

所以

∆v = vxx + vyy = 4.

解答 32.5. 设 x = x(t)。由多元链式法则，

d

dt
v(t, x(t)) = vt(t, x(t)) · 1 + vx(t, x(t))ẋ(t).

若 x ∈ Rn，则把每个分量相加：

d

dt
v(t, x(t)) = vt +∇v · ẋ.

解答 32.6. 初值条件指定 t = 0 的函数，例如 v(0, x) = v0(x)。终端值条件指定 t = T 的函

数，例如 V (T, S) = Φ(S)。边界条件指定状态域边界上的函数值或导数值，例如 v(t, 0) = 0。
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解答 32.7. 欧式看涨期权到期支付为

Φ(S) = max{S −K, 0}.

因此价格函数满足终端条件

V (T, S) = max{S −K, 0}.

解答 32.8.
vt + avx = 0

只含一阶偏导数 vt 和 vx，所以是一阶 PDE。

解答 32.9. 方程右侧含有最大化算子：

max
c

{u(c) + va(ra+ y − c)}.

最优 c 通常依赖于 va。最大化后的表达式一般不是 v 和 va 的线性函数，因此这是 HJB 型
非线性 PDE。

解答 32.10. 常系数运输方程解为

v(t, x) = v0(x− 2t).

若 v0(x) = x2，则

v(t, x) = (x− 2t)2.

解答 32.11. 令 v(t, x) = v0(x− at)。则

vt = −av′0(x− at), vx = v′0(x− at).

因此

vt + avx = −av′0(x− at) + av′0(x− at) = 0.

解答 32.12. 特征线是在 (t, x) 平面中沿着 PDE 信息传播的曲线。对

vt + a(x)vx = 0

特征线满足

ẋ = a(x).

沿特征线，v 保持不变。
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解答 32.13. 特征线满足
ẋ = x, x(t) = x0e

t.

所以 x0 = xe−t。初值为 v0(x) = logx，因此

v(t, x) = v0(xe
−t) = logx− t.

解答 32.14. 守恒形式运输方程为

mt(t, x) +
∂

∂x
[a(x)m(t, x)] = 0.

它描述密度 m 在速度场 a(x) 下的流动。

解答 32.15. 对方程
mt + (am)x = 0

在 [ℓ, r] 上积分：
d

dt

∫ r

ℓ

mdx+

∫ r

ℓ

(am)x dx = 0.

第二项为

a(r)m(t, r)− a(ℓ)m(t, ℓ).

移项得
d

dt

∫ r

ℓ

mdx = a(ℓ)m(t, ℓ)− a(r)m(t, r).

解答 32.16. 边界流量 a(ℓ)m(t, ℓ) 是从左边界进入区间的质量，a(r)m(t, r) 是从右边界离

开的质量。区间内财富分布质量的变化等于流入减流出。

解答 32.17. 热方程为
vt = κvxx, κ > 0.

κ 控制扩散速度。κ 越大，函数中的尖峰和凹谷被平滑得越快。

解答 32.18. 令
v = e−κn

2t sin(nx).

则

vt = −κn2e−κn
2t sin(nx),

vxx = −n2e−κn
2t sin(nx).

所以 vt = κvxx。
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解答 32.19. 若某点高于周围，则曲率通常为负，热方程给出 vt < 0，该点下降。若某点低

于周围，则曲率为正，vt > 0，该点上升。因此热方程削弱局部峰谷，使函数变平滑。

解答 32.20. Laplace 方程为
∆v = 0.

Poisson 方程为
−∆v = f.

前者没有源项，后者有源项 f。

解答 32.21.
−v′′ = 1

即 v′′ = −1。积分两次：

v(x) = −1

2
x2 + C1x+ C2.

由 v(0) = 0 得 C2 = 0。由 v(1) = 0 得 C1 = 1/2。所以

v(x) =
1

2
x(1− x).

解答 32.22. 由公式
v(x) =

q

2
x(1− x),

得

v(1/2) =
q

2
· 1
2
· 1
2
=
q

8
.

解答 32.23. Poisson方程的二阶导数条件只决定函数的弯曲方式。边界条件决定积分常数，
从而固定整条函数的位置和斜率。没有边界条件，解通常不唯一。

解答 32.24. 短时间 Bellman 原理为

v(x) = max
u

{r(x, u)∆t+ e−ρ∆tv(x+∆tf(x, u))}+ o(∆t).

展开

e−ρ∆t = 1− ρ∆t+ o(∆t),

v(x+∆tf) = v(x) + ∆tvxf + o(∆t).

代回、减去 v(x)、除以 ∆t，令 ∆t→ 0，得

ρv(x) = max
u

{r(x, u) + vxf(x, u)}.
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解答 32.25. 若财富动态为
ȧ = ra+ y − c,

则 HJB 为
ρv(a) = max

c
{u(c) + va(a)(ra+ y − c)}.

解答 32.26. 对右侧关于 c 求一阶条件：

u′(c)− va(a) = 0.

所以

u′(c) = va(a).

当前消费边际效用等于财富的边际价值。

解答 32.27. 若
k̇ = i− δk

且利润为

F (k)− i− ψ

2
i2,

则

ρv(k) = max
i

{
F (k)− i− ψ

2
i2 + vk(k)(i− δk)

}
.

解答 32.28. vx 是状态的边际价值。HJB 中的项

vx(x)f(x, u)

表示控制 u 通过改变状态运动速度 f 对未来价值产生的边际贡献。

解答 32.29. 随机控制中状态不仅有漂移，还有随机波动。对价值函数沿随机过程展开时，
二阶曲率项 vxx 会出现。后续 Itô 引理会精确说明这一点。

解答 32.30. Black-Scholes PDE 的基本形状为

Vt + rSVS +
1

2
σ2S2VSS − rV = 0.

它包含时间项、一阶状态项、二阶曲率项和贴现项。

解答 32.31. Delta 对应
VS.

Gamma 对应
VSS.

Delta 衡量价格对标的资产价格的一阶敏感度，Gamma 衡量这种敏感度本身的变化。
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解答 32.32. HJB 的右侧通常是

max
u

{r(x, u) + vxf(x, u)}.

若把 µ = vx，被最大化的表达式就是当前值 Hamiltonian。因此 HJB 是 Hamiltonian 最大
化的状态空间版本。

解答 32.33. Kolmogorov forward方程描述概率质量或人口质量如何在状态空间中移动。质
量守恒意味着某区间内质量变化等于边界流入减流出，所以它自然写成守恒形式。

解答 32.34. 运输方程描述状态按确定性速度移动，形状主要被搬运。热方程描述扩散，形
状会被平滑。经济上，前者对应确定性漂移，后者对应不确定性冲击或随机扩散。

解答 32.35. 后续会反复出现三类 PDE：价值函数的 HJB方程，资产价格或衍生品价格的
定价 PDE，以及分布密度的 Kolmogorov forward 方程。

32.15 Computation Lab
本章的计算实验目标不是建立完整 PDE 求解器，而是让读者看见偏导数和边界条件

如何变成网格上的代数运算。

1. 有限差分偏导。在网格 xi = i∆x 上，用

vx(xi) ≈
vi+1 − vi−1

2∆x
, vxx(xi) ≈

vi+1 − 2vi + vi−1

(∆x)2

近似一阶和二阶导数，并用二次函数检查误差。

2. 运输方程上风格式。对
vt + avx = 0

当 a > 0 时使用

vn+1
i = vni −

a∆t

∆x
(vni − vni−1).

比较数值解和解析解 v0(x− at)。

3. 热方程显式迭代。对
vt = κvxx

使用

vn+1
i = vni +

κ∆t

(∆x)2
(vni+1 − 2vni + vni−1).

观察初始尖峰如何被平滑。
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4. 一维 Poisson 方程。把

−v′′(x) = 1, v(0) = v(1) = 0

离散成三对角线性方程，比较解析解 v(x) = x(1− x)/2。

5. 确定性 HJB 网格。对

ρv(a) = max
c

{u(c) + va(a)(ra+ y − c)}

先固定一个消费政策 c(a)，求线性方程近似值函数，再用一阶条件更新政策。这个实

验为后续 HJB 数值方法做铺垫。



第三十三章 Brownian Motion、随机积
分与 Itô 引理

33.1 从确定性连续时间到随机连续时间

Ch29 的状态方程是
ẋ(t) = F (x(t)).

Ch31 说明，一旦价值函数依赖时间和状态，就会出现 PDE。现在加入连续时间随机冲击。
金融价格、收入、生产率和利率都可能在极短时间内受到新信息影响。连续时间模型常把

这种不可预测的新信息写成 Brownian motion。
最基本的随机微分形式是

dXt = b(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dWt.

其中 b是漂移，σ 是波动，Wt 是 Brownian motion。本章的目标是解释 dWt 不是普通微分，

为什么 (dWt)
2 会贡献一个 dt 项，以及 Itô 引理如何把随机运动转成 PDE 中的二阶项。

例 33.1 (连续时间股票收益). 若股票价格满足

dSt = µSt dt+ σSt dWt,

则 µSt dt是可预测的平均增长部分，σSt dWt 是随机新信息冲击。这个模型是 Black-Scholes
和 Merton 问题的入口。

例 33.2 (收入风险). 连续时间收入状态可写成

dyt = α(ȳ − yt) dt+ σ dWt.

第一项把收入拉回长期均值，第二项表示不可预测冲击。后续 HJB-KF 模型会把这种个体
随机状态和横截面分布联系起来。

465
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33.2 Brownian motion

定义 33.1 (标准 Brownian motion). 在带过滤 (Ft) 的概率空间上，过程 (Wt)t≥0 称为标准

Brownian motion，若：

1. W0 = 0。

2. 路径 t 7→ Wt 连续。

3. 对 0 ≤ s < t，增量 Wt −Ws 独立于 Fs。

4. 增量 Wt −Ws ∼ N (0, t− s)。

这四条性质把 Brownian motion 理解为连续时间的正态随机游走极限：没有跳跃，未
来新增信息独立于过去，增量方差等于时间长度。

例 33.3 (一分钟和四分钟波动). 若 Wt 是标准 Brownian motion，则

Wt+1 −Wt ∼ N (0, 1),

而

Wt+4 −Wt ∼ N (0, 4).

标准差分别为 1 和 2。时间长度变为四倍，标准差只变为两倍，这就是平方根时间缩放。

例 33.4 (独立增量). 若 0 < t1 < t2 < t3 < t4，则

Wt2 −Wt1

和

Wt4 −Wt3

在不重叠区间上独立。金融上，这对应不同短区间的新信息冲击互不提前泄露。

命题 33.1 (Brownian 增量矩). 若 0 ≤ s < t，则

E[Wt −Ws] = 0, Var(Wt −Ws) = t− s,

并且

E[(Wt −Ws)
2] = t− s.
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证明. 由定义，
Wt −Ws ∼ N (0, t− s).

正态随机变量的均值为 0，方差为 t− s。由于均值为零，二阶矩等于方差，因此

E[(Wt −Ws)
2] = t− s.

例 33.5 (收益方差的时间聚合). 若短期对数收益近似为

σ(Wt+∆ −Wt),

则方差为

σ2∆.

两个不重叠区间的方差相加，所以连续时间模型中方差按时间线性累积。

33.3 过滤、适应性和不可预测性

定义 33.2 (适应过程). 过程 Xt 称为适应于过滤 (Ft)，若每个 t 下 Xt 都是 Ft-可测的。直
观地说，时点 t 的 Xt 只使用时点 t 已知的信息。

定义 33.3 (可预测简单过程). 给定分割

0 = t0 < t1 < · · · < tn = T,

过程

Ht =
n−1∑
i=0

Hi1(ti,ti+1](t)

称为简单可预测过程，若 Hi 是 Fti-可测的。

Itô积分使用左端点信息。也就是说，在区间 (ti, ti+1]上下注或持仓时，只能使用 ti 已

知的信息，不能偷看 Wti+1
−Wti。

例 33.6 (交易策略的可预测性). 若 Ht 是持有股票的数量，Hi 必须在 ti 决定。收益增量为

Hi(Sti+1
− Sti).

如果允许 Hi 依赖未来价格变化，就会出现违反无套利直觉的“预知交易”。
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例 33.7 (左端点和右端点的差别). 随机和∑
i

Wti(Wti+1
−Wti)

使用左端点，是 Itô 型。若改用右端点∑
i

Wti+1
(Wti+1

−Wti),

就把新增冲击本身放入权重，极限会多出二次变差项。

33.4 Brownian 路径和二次变差
Brownian 路径连续，但粗糙到不能像普通可微函数那样处理。普通光滑函数在很小区

间上增量约为 ∆t，平方约为 (∆t)2，加总后趋于零。Brownian 增量大小约为
√
∆t，平方

约为 ∆t，加总后留下有限极限。

定义 33.4 (二次变差). 给定分割 Π = {0 = t0 < · · · < tn = t}，定义

QΠ(W ) =
n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2.

当分割越来越细时，若 QΠ(W ) 收敛到某个过程，记为 [W ]t。

命题 33.2 (Brownian 二次变差). 沿等距分割，当网格趋于零时，
n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2 → t

在 L2 意义下成立。因此记

[W ]t = t.

证明. 令 ∆ = t/n，∆Wi = Wti+1
−Wti。则 ∆Wi ∼ N (0,∆)，且相互独立。于是

E

[∑
i

(∆Wi)
2

]
=
∑
i

E[(∆Wi)
2] = n∆ = t.

对正态变量 Z ∼ N (0,∆)，有

Var(Z2) = 2∆2.

独立性给出

Var
(∑

i

(∆Wi)
2

)
= n · 2∆2 = 2t2/n→ 0.

因此该和在 L2 中收敛到其均值极限 t。
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例 33.8 (为什么 (dWt)
2 = dt). 二次变差告诉我们，在 Itô 计算中可以把

(dWt)
2

理解为贡献一个 dt 量级的项。这不是普通代数恒等式，而是二次变差极限的记忆法。

例 33.9 (普通时间项的平方消失). 如果一个项是 dt，则

(dt)2

在一阶近似中忽略。如果一个项是 dt dWt，其量级类似 ∆t
√
∆t，加总后也消失。Itô 乘法

规则保留的是

(dWt)
2 = dt.

33.5 Itô 积分
对简单可预测过程

Ht =
n−1∑
i=0

Hi1(ti,ti+1](t),

定义 Itô 积分为 ∫ T

0

Ht dWt =
n−1∑
i=0

Hi(Wti+1
−Wti).

命题 33.3 (简单 Itô 积分均值为零). 若 Hi 平方可积且 Fti-可测，则

E
[∫ T

0

Ht dWt

]
= 0.

证明. 由定义，
E
[∫ T

0

Ht dWt

]
=
∑
i

E[Hi∆Wi].

由于 Hi 是 Fti-可测，而 ∆Wi 独立于 Fti，且条件均值为零，

E[Hi∆Wi] = E [HiE[∆Wi | Fti ]] = 0.

逐项相加即得结论。

命题 33.4 (Itô 等距). 对简单可预测过程 H，有

E

[(∫ T

0

Ht dWt

)2
]
= E

[∫ T

0

H2
t dt

]
.
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证明. 记 ∆Wi = Wti+1
−Wti。平方展开：

E

(∑
i

Hi∆Wi

)2
 =

∑
i

E[H2
i (∆Wi)

2] + 2
∑
i<j

E[HiHj∆Wi∆Wj].

交叉项为零，因为较晚增量的条件均值为零。对角项中，

E[H2
i (∆Wi)

2] = E
[
H2
i E[(∆Wi)

2 | Fti ]
]
= E[H2

i ](ti+1 − ti).

相加得到

E
[∫ T

0

H2
t dt

]
.

例 33.10 (常数 integrand). 若 Ht = σ，则∫ T

0

σ dWt = σWT .

均值为零，方差为

σ2T.

这和 Itô 等距一致。

例 33.11 (分段投资组合收益). 若投资者在 (ti, ti+1] 持有 Hi 单位 Brownian 风险暴露，则
累计随机收益为 ∑

i

Hi∆Wi.

Itô 等距说明其二阶风险为各段风险暴露平方乘以时间长度的加总。

33.6 Itô process 和 SDE

定义 33.5 (Itô process). 若过程 Xt 可写为

dXt = bt dt+ σt dWt,

即

Xt = X0 +

∫ t

0

bs ds+

∫ t

0

σs dWs,

则称 Xt 为 Itô process。
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定义 33.6 (随机微分方程). 若漂移和波动依赖于状态，

dXt = b(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dWt,

则称为随机微分方程，简称 SDE。

例 33.12 (算术 Brownian motion). 若

dXt = µ dt+ σ dWt,

则

Xt = X0 + µt+ σWt.

因此

Xt ∼ N (X0 + µt, σ2t).

例 33.13 (Ornstein-Uhlenbeck 型均值回复). 收入或利率状态可写为

dXt = α(X̄ −Xt) dt+ σ dWt.

当 Xt 高于长期均值时，漂移为负；低于长期均值时，漂移为正。随机项持续加入短期冲击。

33.7 Itô 引理
普通链式法则对 Itô process 不够，因为 (dWt)

2 留下 dt 项。设

dXt = bt dt+ σt dWt

且 f(t, x) 足够光滑。二阶 Taylor 展开给出

df = ft dt+ fx dXt +
1

2
fxx(dXt)

2.

由于

(dXt)
2 = σ2

t (dWt)
2 = σ2

t dt,

得到 Itô 引理。

命题 33.5 (Itô 引理). 若
dXt = bt dt+ σt dWt,

且 f(t, x) 关于 t 一阶、关于 x 二阶连续可微，则

df(t,Xt) =

[
ft(t,Xt) + btfx(t,Xt) +

1

2
σ2
t fxx(t,Xt)

]
dt+ σtfx(t,Xt) dWt.
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证明. 在小区间上写

∆X = b∆t+ σ∆W.

Taylor 展开到二阶：

∆f ≈ ft∆t+ fx∆X +
1

2
fxx(∆X)2.

其中

(∆X)2 = b2(∆t)2 + 2bσ∆t∆W + σ2(∆W )2.

前两项在 Itô 极限中消失，最后一项由 Brownian 二次变差贡献 σ2∆t。把一阶项和二阶贡

献合并，得到公式。

例 33.14 (平方 Brownian motion). 令 Xt = Wt，f(x) = x2。则

fx = 2x, fxx = 2.

Itô 引理给出

d(W 2
t ) = 2Wt dWt + dt.

因此

W 2
t − t

是一个均值为零的鞅型对象。

例 33.15 (指数 Brownian motion). 令

Yt = eσWt− 1
2
σ2t.

设 f(t, w) = eσw−
1
2
σ2t。则

ft = −1

2
σ2f, fw = σf, fww = σ2f.

Itô 引理给出漂移项

−1

2
σ2f +

1

2
σ2f = 0.

所以

dYt = σYt dWt.
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33.8 几何 Brownian motion

连续时间金融中最常用的价格过程是

dSt = µSt dt+ σSt dWt.

这是几何 Brownian motion。

命题 33.6 (几何 Brownian motion 解). 若

dSt = µSt dt+ σSt dWt, S0 > 0,

则

St = S0 exp
[(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

]
.

证明. 对 f(s) = log s 应用 Itô 引理。因为

f ′(s) =
1

s
, f ′′(s) = − 1

s2
,

所以

d logSt =
1

St
dSt −

1

2

1

S2
t

(dSt)
2.

又

dSt = µStdt+ σStdWt, (dSt)
2 = σ2S2

t dt.

因此

d logSt =
(
µ− 1

2
σ2

)
dt+ σdWt.

积分得

logSt = logS0 +

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt.

取指数即得结果。

例 33.16 (为什么有 −σ2/2). 若只按普通微积分猜测，可能写成

St = S0e
µt+σWt .

但由于指数函数有正曲率，Itô 引理会产生额外漂移 1
2
σ2。为了让 dSt/St 的漂移正好是 µ，

指数中必须扣掉 σ2/2。
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例 33.17 (对数收益分布). 由几何 Brownian motion 解，

log St
S0

=

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt.

因此对数收益服从正态分布，均值为 (
µ− 1

2
σ2

)
t,

方差为

σ2t.

33.9 生成元和 PDE 中的二阶项
设

dXt = b(Xt) dt+ σ(Xt) dWt.

对光滑函数 v(x)，Itô 引理给出

dv(Xt) =

[
b(Xt)vx(Xt) +

1

2
σ2(Xt)vxx(Xt)

]
dt+ σ(Xt)vx(Xt) dWt.

定义微分算子

Av(x) = b(x)vx(x) +
1

2
σ2(x)vxx(x).

它称为该扩散过程的生成元。

例 33.18 (Black-Scholes 二阶项来源). 若股票价格满足

dSt = µStdt+ σStdWt,

则对价格函数 V (t, St) 应用 Itô 引理：

dV =

[
Vt + µSVS +

1

2
σ2S2VSS

]
dt+ σSVS dWt.

Black-Scholes PDE 中的 VSS 正是由 (dSt)
2 产生。

例 33.19 (随机 HJB 的形状). 若控制影响漂移和波动，

dXt = b(Xt, ut)dt+ σ(Xt, ut)dWt,

则 HJB 中会出现

ρv(x) = max
u

{
r(x, u) + b(x, u)vx(x) +

1

2
σ2(x, u)vxx(x)

}
.

这正是 Ch31 确定性 HJB 加上 Itô 二阶修正。
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33.10 本章小结

Brownian motion 是连续时间随机冲击的核心模型。它的路径连续，但二次变差不为
零，满足 [W ]t = t。Itô积分使用可预测的左端点信息，因此随机积分均值为零，并满足 Itô
等距。Itô 引理是连续时间金融和随机控制的工作马：它告诉我们，随机状态上的函数变化
不仅有一阶链式法则项，还必须包含 1

2
σ2fxx 的二阶修正。下一章将把这些工具放入随机控

制、HJB 和 Feynman-Kac 框架中。

33.11 Exercises
习题 33.1. 定义标准 Brownian motion。

习题 33.2. 解释 Brownian motion 的独立增量和平稳增量。

习题 33.3. 若 Wt 是标准 Brownian motion，求 W5 −W2 的分布。

习题 33.4. 计算 E[(Wt −Ws)
2]。

习题 33.5. 说明 Brownian 标准差为什么按平方根时间缩放。

习题 33.6. 定义 adapted process。

习题 33.7. 解释为什么 Itô 积分使用左端点信息。

习题 33.8. 定义 Brownian motion 的二次变差。

习题 33.9. 证明等距分割下 Brownian 二次变差的期望为 t。

习题 33.10. 证明等距分割下 Brownian 二次变差的方差趋于零。

习题 33.11. 解释记忆法 (dWt)
2 = dt。

习题 33.12. 定义简单可预测过程的 Itô 积分。

习题 33.13. 证明简单 Itô 积分均值为零。

习题 33.14. 证明简单过程的 Itô 等距。

习题 33.15. 计算
∫ T
0
σ dWt 的均值和方差。

习题 33.16. 定义 Itô process。

习题 33.17. 求解 dXt = µ dt+ σ dWt。
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习题 33.18. 写出均值回复过程的 SDE，并解释漂移方向。

习题 33.19. 陈述一维 Itô 引理。

习题 33.20. 用 Itô 引理计算 d(W 2
t )。

习题 33.21. 用 Itô 引理计算 d(eσWt)。

习题 33.22. 解释为什么 eσWt−σ2t/2 没有漂移项。

习题 33.23. 推导几何 Brownian motion 的显式解。

习题 33.24. 写出几何 Brownian motion 的对数收益分布。

习题 33.25. 说明 µ 和 σ 在 dSt = µStdt+ σStdWt 中的含义。

习题 33.26. 定义扩散过程的生成元。

习题 33.27. 对 dXt = bXtdt+ σXtdWt，写出生成元 Av。

习题 33.28. 对 V (t, St) 应用 Itô 引理，写出 dV。

习题 33.29. 解释 Black-Scholes PDE 中二阶项的来源。

习题 33.30. 写出随机 HJB 中二阶项的基本形状。

习题 33.31. 比较 Itô 积分和普通 Riemann-Stieltjes 积分的差别。

习题 33.32. 说明为什么 Brownian 路径连续但不能按普通速度 Ẇt 处理。

习题 33.33. 若 Xt = Wt + αt，计算 [X]t。

习题 33.34. 若 dXt = btdt+ σtdWt，写出 (dXt)
2 的 Itô 规则。

习题 33.35. 列出本章工具在后续 Black-Scholes、Merton 和 HJB-KF 中的作用。

33.12 Solutions
本章解答的主线是：Brownian 增量的方差按时间累积，平方增量加总留下二次变差；

Itô 积分用可预测信息，因此均值为零；Itô 引理则把二次变差转化为函数变化中的二阶修
正。

解答 33.1. 标准 Brownian motion 是过程 Wt，满足 W0 = 0，路径连续，增量 Wt −Ws 独

立于过去信息 Fs，且

Wt −Ws ∼ N (0, t− s).
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解答 33.2. 独立增量表示不重叠时间区间上的新增冲击相互独立。平稳增量表示 Wt −Ws

的分布只依赖时间长度 t− s，不依赖具体起点 s。

解答 33.3. 由于 5− 2 = 3，

W5 −W2 ∼ N (0, 3).

解答 33.4. 由 Brownian 定义，

Wt −Ws ∼ N (0, t− s).

均值为零，所以二阶矩等于方差：

E[(Wt −Ws)
2] = t− s.

解答 33.5. 增量方差为时间长度：

Var(Wt+h −Wt) = h.

标准差是方差平方根，所以为
√
h。时间变为四倍，标准差只变为两倍。

解答 33.6. 过程 Xt 适应于 (Ft)，是指每个 Xt 都只依赖时点 t已知的信息，即 Xt 是 Ft-可
测的。

解答 33.7. Itô积分模拟交易和控制：在区间开始时决定权重，随后承受不可预测冲击。左
端点信息保证 integrand 不依赖未来增量，从而保持无预知和均值为零的性质。

解答 33.8. 给定分割 Π，二次变差和为

QΠ(W ) =
∑
i

(Wti+1
−Wti)

2.

当网格趋于零时，该和的极限记为 [W ]t。对 Brownian motion，有 [W ]t = t。

解答 33.9. 等距分割下 ∆ = t/n，每个增量 ∆Wi ∼ N (0,∆)。所以

E
∑
i

(∆Wi)
2 =

∑
i

E[(∆Wi)
2] = n∆ = t.

解答 33.10. 对 Z ∼ N (0,∆)，有

Var(Z2) = 2∆2.

独立性给出

Var
∑
i

(∆Wi)
2 = n · 2∆2 = 2t2/n→ 0.
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解答 33.11. (dWt)
2 = dt 是二次变差的记忆法：Brownian 增量平方在小区间上是 dt 量级，

加总后留下有限贡献。它不是普通微积分中的代数等式。

解答 33.12. 若
Ht =

∑
i

Hi1(ti,ti+1](t),

且 Hi 在 ti 可知，则 ∫ T

0

Ht dWt =
∑
i

Hi(Wti+1
−Wti).

解答 33.13. 记 ∆Wi = Wti+1
−Wti。因为 Hi 是 Fti-可测，且

E[∆Wi | Fti ] = 0,

所以

E[Hi∆Wi] = 0.

求和得到

E
∫ T

0

Ht dWt = 0.

解答 33.14. 平方展开：

E

(∑
i

Hi∆Wi

)2

=
∑
i

E[H2
i (∆Wi)

2] + 2
∑
i<j

E[HiHj∆Wi∆Wj].

交叉项为零。对角项为

E[H2
i ](ti+1 − ti).

相加得

E

[(∫ T

0

Ht dWt

)2
]
= E

∫ T

0

H2
t dt.

解答 33.15. ∫ T

0

σ dWt = σWT .

均值为

0,

方差为

σ2T.
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解答 33.16. Itô process 是可写成

Xt = X0 +

∫ t

0

bs ds+

∫ t

0

σs dWs

的过程，微分记号为

dXt = btdt+ σtdWt.

解答 33.17. 积分两边：

Xt = X0 +

∫ t

0

µ ds+

∫ t

0

σ dWs = X0 + µt+ σWt.

解答 33.18. 均值回复过程可写为

dXt = α(X̄ −Xt)dt+ σdWt.

若 Xt > X̄，漂移 α(X̄ −Xt) < 0，把状态向下拉；若 Xt < X̄，漂移为正，把状态向上推。

解答 33.19. 若
dXt = btdt+ σtdWt,

且 f(t, x) 足够光滑，则

df(t,Xt) =

[
ft + btfx +

1

2
σ2
t fxx

]
dt+ σtfxdWt.

所有偏导数都在 (t,Xt) 处取值。

解答 33.20. 令 f(x) = x2，则 fx = 2x、fxx = 2。对 Xt = Wt，有 b = 0、σ = 1。所以

d(W 2
t ) = 2WtdWt + dt.

解答 33.21. 令 Yt = eσWt。对 f(w) = eσw，有

fw = σf, fww = σ2f.

Itô 引理给出
dYt =

1

2
σ2Ytdt+ σYtdWt.

解答 33.22. 对
Yt = eσWt−σ2t/2,

时间导数贡献 −σ2Yt/2，二阶 Itô 修正贡献 +σ2Yt/2。二者抵消，所以

dYt = σYtdWt.
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解答 33.23. 对
dSt = µStdt+ σStdWt

应用 Itô 引理到 logSt，得到

d logSt =
(
µ− 1

2
σ2

)
dt+ σdWt.

积分并取指数：

St = S0 exp
[(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

]
.

解答 33.24. 由显式解，
log(St/S0) =

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt.

因此

log(St/S0) ∼ N
((

µ− 1

2
σ2

)
t, σ2t

)
.

解答 33.25. µ 是瞬时预期收益率或漂移率，控制平均增长。σ 是瞬时波动率，控制随机冲
击强度和收益方差累积速度。

解答 33.26. 若
dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt,

则生成元作用在光滑函数 v 上为

Av(x) = b(x)vx(x) +
1

2
σ2(x)vxx(x).

解答 33.27. 这里 b(x) = bx、σ(x) = σx。因此

Av(x) = bxvx(x) +
1

2
σ2x2vxx(x).

解答 33.28. 若
dSt = µStdt+ σStdWt,

则

dV (t, St) =

[
Vt + µStVS +

1

2
σ2S2

t VSS

]
dt+ σStVSdWt.

解答 33.29. Black-Scholes PDE 的二阶项来自 Itô 引理中的
1

2
VSS(dSt)

2.

由于

(dSt)
2 = σ2S2

t dt,

所以出现
1

2
σ2S2VSS.
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解答 33.30. 随机 HJB 的基本二阶项为

1

2
σ2(x, u)vxx(x).

完整形状通常是

ρv(x) = max
u

{r(x, u) + b(x, u)vx(x) +
1

2
σ2(x, u)vxx(x)}.

解答 33.31. 普通 Riemann-Stieltjes 积分通常依赖较规则的积分路径。Brownian 路径粗糙
且二次变差非零，因此 Itô 积分必须规定使用可预测左端点，并通过 L2 极限定义。

解答 33.32. Brownian 路径连续表示没有跳跃，但增量大小通常是
√
∆t 量级。若尝试除

以 ∆t，比值约为 1/
√
∆t，不会稳定到普通导数。因此不能把 Ẇt 当作普通速度。

解答 33.33. 有限变差项 αt 不贡献二次变差，交叉项也消失。因此

[W + αt]t = [W ]t = t.

解答 33.34. Itô 规则保留 Brownian 平方项：

(dXt)
2 = (btdt+ σtdWt)

2 = σ2
t dt.

其中 (dt)2 和 dt dWt 在 Itô 极限中忽略。

解答 33.35. Black-Scholes 使用 Itô 引理推导价格 PDE；Merton 问题使用 SDE 描述财富
并用 Itô 引理推导 HJB；HJB-KF 系统中，HJB 的二阶项来自个体状态扩散，KF 方程描
述分布在漂移和扩散下演化。

33.13 Computation Lab
本章计算实验的目标是用模拟看见三件事：Brownian 方差按时间累积，二次变差收敛

到时间长度，Itô 引理中的二阶项不是装饰，而是数值上可见的修正。

1. 模拟 Brownian 路径。给定步长 ∆t，生成

∆Wi =
√
∆tZi, Zi ∼ N (0, 1),

并令

Wti+1
= Wti +∆Wi.

画出多条路径，观察连续但粗糙的形状。
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2. 平方根时间缩放。对不同时间长度 T，重复模拟 WT，估计样本方差。检查方差是否

接近 T，标准差是否接近
√
T。

3. 二次变差估计。对一条模拟路径计算∑
i

(∆Wi)
2.

随着网格变细，比较该值和 T。

4. Itô 积分左端点和。近似 ∫ T

0

Wt dWt

为 ∑
i

Wti∆Wi.

与 Itô 公式 ∫ T

0

Wt dWt =
1

2
(W 2

T − T )

比较。

5. 几何 Brownian motion。用显式解

St = S0 exp
[(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

]
模拟股票价格，并比较对数收益的样本均值和方差。

6. Itô 引理数值检查。设 Xt = Wt、f(x) = x2。比较

W 2
T −W 2

0

与

2
∑
i

Wti∆Wi + T.
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Feynman-Kac

34.1 从 Itô 引理到随机动态规划
Ch32 说明，如果状态满足

dXt = b(Xt) dt+ σ(Xt) dWt,

那么光滑函数 v(Xt) 的漂移包含

b(x)vx(x) +
1

2
σ2(x)vxx(x).

随机控制把漂移和波动中的一部分交给决策者选择：

dXt = b(Xt, ut) dt+ σ(Xt, ut) dWt.

控制 ut 必须基于当前信息，而不能预知未来 Brownian 增量。

定义 34.1 (受控扩散). 给定控制过程 ut，状态过程

dXt = b(Xt, ut) dt+ σ(Xt, ut) dWt

称为受控扩散。若 ut 适应于当前过滤并满足可积性和约束条件，则称 u 为可 admissible
control。

例 34.1 (随机消费储蓄). 财富满足

dAt = (rAt + y − ct) dt+ σy dWt.

家庭选择消费 ct。漂移受消费控制，随机收入或资产冲击通过 Brownian 项进入。

例 34.2 (投资组合控制). 财富满足

dXt = [rXt + πt(µ− r)− ct] dt+ πtσ dWt.

控制变量是消费 ct 和风险资产头寸 πt。投资头寸同时影响漂移和波动。

483
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34.2 生成元

对固定控制 u，定义生成元

Auv(x) = b(x, u)vx(x) +
1

2
σ2(x, u)vxx(x).

它描述在控制 u 下，函数 v(Xt) 的瞬时条件期望变化率。

命题 34.1 (受控扩散生成元公式). 若

dXt = b(Xt, ut) dt+ σ(Xt, ut) dWt,

且 v 二阶连续可微，则

dv(Xt) = Autv(Xt) dt+ σ(Xt, ut)vx(Xt) dWt.

证明. 对 v(Xt) 应用 Itô 引理：

dv = vx dXt +
1

2
vxx(dXt)

2.

代入

dXt = b(Xt, ut)dt+ σ(Xt, ut)dWt

并使用

(dXt)
2 = σ2(Xt, ut)dt,

得到

dv =

[
b(Xt, ut)vx +

1

2
σ2(Xt, ut)vxx

]
dt+ σ(Xt, ut)vxdWt.

括号内即为 Autv。

例 34.3 (几何 Brownian 生成元). 若

dSt = µStdt+ σStdWt,

则

Av(S) = µSvS(S) +
1

2
σ2S2vSS(S).

这正是 Black-Scholes PDE 中状态项的来源。

例 34.4 (均值回复生成元). 若

dYt = α(ȳ − Yt)dt+ σdWt,

则

Av(y) = α(ȳ − y)vy(y) +
1

2
σ2vyy(y).

第一项搬运状态，第二项扩散状态。
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34.3 有限期随机控制

有限期随机控制问题写作

V (t, x) = sup
u

Et,x
[∫ T

t

e−ρ(s−t)r(Xs, us) ds+ e−ρ(T−t)Φ(XT )

]
.

价值函数依赖当前时间 t 和状态 x。终端条件为

V (T, x) = Φ(x).

命题 34.2 (有限期随机 HJB). 在光滑和内点条件下，有限期价值函数满足

0 = Vt(t, x) + sup
u

{r(x, u) +AuV (t, x)− ρV (t, x)} ,

并满足终端条件 V (T, x) = Φ(x)。

证明. 从短时间 Bellman 原理出发：

V (t, x) = sup
u

E
[
r(x, u)∆t+ e−ρ∆tV (t+∆t,Xt+∆t)

]
+ o(∆t).

对 V (t+∆t,Xt+∆t) 用 Itô 展开并取条件期望：

E[∆V ] = [Vt +AuV ]∆t+ o(∆t),

随机积分项条件均值为零。同时

e−ρ∆t = 1− ρ∆t+ o(∆t).

代回、减去 V (t, x)、除以 ∆t 并令 ∆t→ 0，得到 HJB。

例 34.5 (无控制的终端支付). 若没有控制，且

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt,

则 HJB 退化为线性 PDE：

Vt +AV − ρV = 0, V (T, x) = Φ(x).

这就是 Feynman-Kac 和定价 PDE 的形式。
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例 34.6 (可选择漂移). 若

dXt = utdt+ σdWt, r(x, u) = −1

2
u2,

则 HJB 为
0 = Vt + sup

u

{
−1

2
u2 + uVx +

1

2
σ2Vxx − ρV

}
.

一阶条件给出

u∗ = Vx.

例 34.7 (有限期投资比例控制). 若财富满足

dXt = [rXt + πt(µ− r)]dt+ πtσdWt,

终端效用为 Φ(XT )，则有限期 HJB 为

0 = Vt + max
π

{
[rx+ π(µ− r)]Vx +

1

2
π2σ2Vxx − ρV

}
.

这里投资比例或金额 π 同时改变预期收益和风险暴露。

34.4 无限期平稳 HJB

无限期问题若环境不随时间变化，价值函数通常写作 v(x)：

v(x) = sup
u

Ex
∫ ∞

0

e−ρtr(Xt, ut) dt.

对应 HJB 为
ρv(x) = sup

u
{r(x, u) +Auv(x)}.

例 34.8 (随机消费储蓄 HJB). 若

dAt = (rAt + y − ct)dt+ σdWt,

则

ρv(a) = max
c

{
u(c) + va(a)(ra+ y − c) +

1

2
σ2vaa(a)

}
.

一阶条件为

u′(c) = va(a).
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例 34.9 (控制波动). 若控制 u 改变波动：

dXt = bXtdt+ utdWt, r(x, u) = R(x)− η

2
u2,

则 HJB 含有
max
u

{
R(x)− η

2
u2 + bxvx +

1

2
u2vxx

}
.

波动选择取决于 vxx：若价值函数凹，额外波动通常降低价值。

命题 34.3 (确定性 HJB 是零波动特例). 若 σ(x, u) = 0，则随机 HJB

ρv = sup
u
{r + bvx +

1

2
σ2vxx}

退化为确定性 HJB
ρv = sup

u
{r + bvx}.

证明. 令 σ = 0，二阶项
1

2
σ2vxx

消失，剩余项正是 Ch31 的确定性 HJB。

34.5 HJB 验证定理
HJB 方程给出候选价值函数。验证定理说明：如果一个足够光滑的函数满足 HJB，并

且某个政策达到 HJB 右侧最大值，那么它确实是价值函数，该政策确实最优。

命题 34.4 (HJB 验证定理：平滑版本). 考虑无限期折现问题

sup
u

Ex
∫ ∞

0

e−ρtr(Xt, ut) dt.

若存在足够光滑函数 v，满足增长条件和 HJB

ρv(x) = sup
u
{r(x, u) +Auv(x)},

且可行政策 u∗(x) 达到最大值，则在合适的横截条件下，v 是价值函数，u∗ 是最优政策。

证明. 对任意可行控制 ut，对

e−ρtv(Xt)

应用 Itô 引理：

d(e−ρtv(Xt)) = e−ρt[Autv(Xt)− ρv(Xt)]dt+ e−ρtσvx dWt.
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由 HJB，
r(Xt, ut) +Autv(Xt)− ρv(Xt) ≤ 0.

所以

e−ρtr(Xt, ut)dt ≤ −d(e−ρtv(Xt)) + martingale term.

积分并取期望，鞅项期望为零，横截条件控制终端项，得到任意政策的收益不超过 v(x)。若

u∗ 达到 HJB 最大值，上述不等式处处取等号，因此收益等于 v(x)，政策最优。

例 34.10 (验证一个消费政策). 若猜测某消费储蓄问题的价值函数为

v(a) = B +
1

1− γ
Ca1−γ,

先计算 va 和 vaa，由一阶条件得到候选 c∗(a)，再把它代回 HJB。若等式成立并满足边界/横
截条件，就完成验证。

例 34.11 (为什么只解一阶条件不够). 随机控制的一阶条件可能给出多个候选政策，甚至
给出不满足边界条件的政策。验证定理要求同时检查 HJB、可行性、最大化和横截条件，从
而排除局部但非全局的候选。

例 34.12 (退出边界条件). 若企业现金储备 Xt 首次到达零时退出，

τ = inf{t : Xt ≤ 0},

且退出价值为 0，则价值函数应满足边界条件

v(0) = 0.

即使内部 HJB 成立，若候选函数没有满足该边界条件，也不能通过验证。

34.6 Feynman-Kac 公式
当没有控制或控制固定时，HJB变成线性 PDE。Feynman-Kac公式把线性 PDE的解

表示为随机过程上的条件期望。

命题 34.5 (Feynman-Kac 公式：基本形式). 设

dXs = b(Xs)ds+ σ(Xs)dWs,

生成元为

Av = bvx +
1

2
σ2vxx.
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若 V (t, x) 满足

Vt +AV − q(x)V + g(x) = 0, V (T, x) = Φ(x),

则在适当条件下

V (t, x) = Et,x
[∫ T

t

e−
∫ s
t q(Xτ )dτg(Xs) ds+ e−

∫ T
t q(Xτ )dτΦ(XT )

]
.

证明. 令
Ms = e−

∫ s
t q(Xτ )dτV (s,Xs) +

∫ s

t

e−
∫ z
t q(Xτ )dτg(Xz) dz.

对第一项应用 Itô 引理和乘积法则。其漂移为

e−
∫ s
t q[Vt +AV − qV + g]ds.

由 PDE，该漂移为零，因此 Ms 是局部鞅。取 s = T 并取条件期望，鞅项消失，即得到表

示公式。

例 34.13 (无中间收益的 Feynman-Kac). 若 g = 0、q = r 为常数，则

V (t, x) = Et,x
[
e−r(T−t)Φ(XT )

]
.

这就是很多风险中性定价公式的数学形状。

例 34.14 (带流收益的资产). 若资产在持有期间支付流收益 g(Xt)，终端支付 Φ(XT )，且贴

现率为 r，则价格为

V (t, x) = Et,x
[∫ T

t

e−r(s−t)g(Xs) ds+ e−r(T−t)Φ(XT )

]
.

对应 PDE 为
Vt +AV − rV + g = 0.

34.7 风险中性定价 PDE
在风险中性测度 Q 下，股票价格满足

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t .

欧式支付 Φ(ST ) 的无套利价格形状为

V (t, S) = EQt,S
[
e−r(T−t)Φ(ST )

]
.

由 Feynman-Kac，V 满足

Vt + rSVS +
1

2
σ2S2VSS − rV = 0, V (T, S) = Φ(S).
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命题 34.6 (风险中性定价 PDE). 若在风险中性测度下

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t ,

则终端支付 Φ(ST ) 的价格函数满足

Vt + rSVS +
1

2
σ2S2VSS − rV = 0, V (T, S) = Φ(S).

证明. 风险中性价格为

V (t, S) = EQ[e−r(T−t)Φ(ST ) | St = S].

在 Q 下，生成元为

AV = rSVS +
1

2
σ2S2VSS.

把 q = r、g = 0 代入 Feynman-Kac 对应的 PDE：

Vt +AV − rV = 0,

即得结论。

例 34.15 (债券价格). 若终端支付恒为 1，且短期利率常数为 r，则

V (t) = e−r(T−t).

它满足

Vt − rV = 0, V (T ) = 1.

例 34.16 (看涨期权终端条件). 欧式看涨期权终端支付为

Φ(S) = max{S −K, 0}.

定价 PDE 与上面相同，区别只在终端条件。Ch35 会专门求解这个方程并解释复制组合。

34.8 HJB、Feynman-Kac 与经济直觉
HJB 和 Feynman-Kac 的差别可以用一句话概括：有控制时取最大化，方程通常非线

性；无控制或政策固定时没有最大化，方程线性，解可以写成期望。

例 34.17 (固定政策下的价值). 在消费储蓄问题中，若固定政策 c(a)，则价值 vc(a) 满足线

性方程：

ρvc(a) = u(c(a)) + (ra+ y − c(a))v′c(a) +
1

2
σ2v′′c (a).

只有当对所有 c 最大化时，才得到非线性 HJB。

例 34.18 (政策迭代的直觉). 数值求解 HJB 常在两步之间交替：固定政策时解线性 PDE，
改进政策时逐点最大化 Hamiltonian。这个循环就是“Feynman-Kac/线性评价”和“HJB/最
大化”之间的计算对应。
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34.9 本章小结

随机控制把控制变量放入 Itô 状态方程。生成元把漂移和扩散转化为价值函数上的一
阶和二阶导数。HJB 方程是随机动态规划的局部形式，验证定理说明平滑解和达到最大值
的政策如何被确认为真正最优。Feynman-Kac 公式则把线性 PDE 表示成贴现期望，是资
产定价和固定政策评价的桥梁。下一章将系统进入无套利、鞅测度和金融基本定理。

34.10 Exercises

习题 34.1. 定义受控扩散。

习题 34.2. 说明 admissible control 为什么必须适应当前过滤。

习题 34.3. 写出受控扩散的生成元。

习题 34.4. 对 dXt = (aXt + ut)dt+ σdWt，写出 Auv。

习题 34.5. 推导受控扩散生成元公式。

习题 34.6. 定义有限期随机控制价值函数。

习题 34.7. 写出有限期 HJB 和终端条件。

习题 34.8. 从短时间 Bellman 原理推导有限期 HJB。

习题 34.9. 说明随机积分项在 HJB 推导中为什么消失。

习题 34.10. 写出无限期平稳 HJB。

习题 34.11. 对随机消费储蓄问题写出 HJB。

习题 34.12. 由消费储蓄 HJB 推导消费一阶条件。

习题 34.13. 解释 HJB 中 vxx 的经济含义。

习题 34.14. 证明确定性 HJB 是随机 HJB 的零波动特例。

习题 34.15. 陈述平滑版本的 HJB 验证定理。

习题 34.16. 说明验证定理中横截条件的作用。

习题 34.17. 解释为什么只满足一阶条件不一定最优。
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习题 34.18. 写出 Feynman-Kac 公式的基本 PDE。

习题 34.19. 写出 Feynman-Kac 的期望表示。

习题 34.20. 当 g = 0、q = r 常数时，Feynman-Kac 如何简化？

习题 34.21. 解释 Feynman-Kac 和固定政策评价的关系。

习题 34.22. 写出风险中性股票动态。

习题 34.23. 推导风险中性定价 PDE。

习题 34.24. 写出欧式看涨期权的终端条件。

习题 34.25. 证明零息债券价格 e−r(T−t) 满足定价 PDE。

习题 34.26. 比较线性定价 PDE 和非线性 HJB。

习题 34.27. 说明政策迭代为什么包含线性评价和逐点最大化。

习题 34.28. 在 dXt = utdt+ σdWt、收益 −u2/2 的问题中求最优 u 的一阶条件。

习题 34.29. 若控制影响波动，说明 HJB 中最大化项如何改变。

习题 34.30. 解释 Feynman-Kac 中折现率 q(x) 的作用。

习题 34.31. 说明终端条件和边界条件在随机控制中的作用。

习题 34.32. 给出一个退出时间 τ 可能出现的经济场景。

习题 34.33. 解释为什么本章暂不需要完整 viscosity solution 理论。

习题 34.34. 说明 HJB-KF 系统中 HJB 和 KF 分别负责什么。

习题 34.35. 列出 Ch33 对 Ch35 和 Ch36 的两个直接准备作用。

34.11 Solutions
本章解答的主线是：Itô 引理给出生成元，短时间 Bellman 原理给出 HJB，验证定理

确认候选最优，Feynman-Kac 把线性 PDE 变成贴现期望。

解答 34.1. 受控扩散是状态过程

dXt = b(Xt, ut)dt+ σ(Xt, ut)dWt.

其中 ut 是控制，可能影响漂移、波动或二者。
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解答 34.2. 控制必须适应当前过滤，是因为决策者只能使用当前已经观察到的信息。若控
制依赖未来 Brownian 增量，就相当于预知未来冲击，会破坏经济问题和金融问题的可行
性。

解答 34.3. 对固定控制 u，生成元为

Auv(x) = b(x, u)vx(x) +
1

2
σ2(x, u)vxx(x).

解答 34.4. 这里
b(x, u) = ax+ u, σ(x, u) = σ.

所以

Auv(x) = (ax+ u)vx(x) +
1

2
σ2vxx(x).

解答 34.5. 对 v(Xt) 应用 Itô 引理：

dv = vxdXt +
1

2
vxx(dXt)

2.

代入

dXt = b(Xt, ut)dt+ σ(Xt, ut)dWt

和

(dXt)
2 = σ2(Xt, ut)dt,

得到

dv = Autv(Xt)dt+ σ(Xt, ut)vx(Xt)dWt.

解答 34.6. 有限期价值函数为

V (t, x) = sup
u

Et,x
[∫ T

t

e−ρ(s−t)r(Xs, us)ds+ e−ρ(T−t)Φ(XT )

]
.

解答 34.7. 有限期 HJB 为

0 = Vt + sup
u
{r(x, u) +AuV − ρV },

终端条件为

V (T, x) = Φ(x).

解答 34.8. 短时间 Bellman 原理写作

V (t, x) = sup
u

E[r(x, u)∆t+ e−ρ∆tV (t+∆t,Xt+∆t)] + o(∆t).

Itô 展开给出
E[∆V ] = (Vt +AuV )∆t+ o(∆t).

再用 e−ρ∆t = 1− ρ∆t+ o(∆t)，减去 V、除以 ∆t、令 ∆t→ 0，得到 HJB。
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解答 34.9. Itô 展开中的随机积分项形如

σVxdWt.

在短时间条件期望下，它的均值为零，所以 HJB 的漂移方程只保留 Vt +AuV。

解答 34.10. 无限期平稳 HJB 为

ρv(x) = sup
u
{r(x, u) +Auv(x)}.

它没有 Vt，因为环境和价值函数不显含日历时间。

解答 34.11. 若
dAt = (rAt + y − ct)dt+ σdWt,

则

ρv(a) = max
c

{
u(c) + va(a)(ra+ y − c) +

1

2
σ2vaa(a)

}
.

解答 34.12. 对右侧关于 c 求导：

u′(c)− va(a) = 0.

因此

u′(c) = va(a).

解答 34.13. vxx 描述价值函数对状态的曲率。若价值函数凹，随机波动通常降低期望价值；
若凸，随机波动可能提高期望价值。它衡量风险或扩散对价值的二阶影响。

解答 34.14. 随机 HJB 为
ρv = sup

u
{r + bvx +

1

2
σ2vxx}.

令 σ = 0，二阶项消失，得到

ρv = sup
u
{r + bvx},

这就是确定性 HJB。

解答 34.15. 若光滑函数 v 满足 HJB

ρv = sup
u
{r +Auv},

且某政策 u∗ 达到最大值，并满足可行性和横截条件，则 v 是价值函数，u∗ 是最优政策。
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解答 34.16. 横截条件控制无穷远处的边界项。验证定理对 e−ρtv(Xt) 积分后会出现终端期

望项，横截条件保证它不会留下额外价值或泡沫项。

解答 34.17. 一阶条件只说明局部最大化或驻点。候选政策还可能违反边界条件、横截条
件或全局最大化。验证定理把这些检查合在一起，确认候选真正最优。

解答 34.18. Feynman-Kac 对应的基本 PDE 是

Vt +AV − q(x)V + g(x) = 0, V (T, x) = Φ(x).

解答 34.19. 期望表示为

V (t, x) = Et,x
[∫ T

t

e−
∫ s
t q(Xτ )dτg(Xs)ds+ e−

∫ T
t q(Xτ )dτΦ(XT )

]
.

解答 34.20. 若 g = 0、q = r 常数，则

V (t, x) = Et,x[e−r(T−t)Φ(XT )].

解答 34.21. 固定政策后没有最大化，价值函数满足线性 PDE。Feynman-Kac 把这个线性
PDE 的解写成沿固定状态过程的贴现收益期望。

解答 34.22. 风险中性股票动态为

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t .

漂移是无风险利率 r，随机项由风险中性 Brownian motion 驱动。

解答 34.23. 风险中性价格为

V (t, S) = EQ[e−r(T−t)Φ(ST ) | St = S].

生成元为

AV = rSVS +
1

2
σ2S2VSS.

代入 Vt +AV − rV = 0，得

Vt + rSVS +
1

2
σ2S2VSS − rV = 0.

解答 34.24. 欧式看涨期权终端条件为

V (T, S) = max{S −K, 0}.
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解答 34.25. 令
V (t) = e−r(T−t).

则

Vt = re−r(T−t) = rV.

所以

Vt − rV = 0,

且 V (T ) = 1。

解答 34.26. 线性定价 PDE 没有最大化，通常对应固定风险中性动态下的贴现期望。HJB
含有对控制的最大化，通常非线性，对应主体主动选择政策。

解答 34.27. 固定政策时，HJB 变成线性 PDE，可做政策评价。得到价值函数后，逐点最
大化右侧更新政策。不断交替就是政策迭代。

解答 34.28. HJB 中最大化项为

max
u

{
−1

2
u2 + uVx +

1

2
σ2Vxx

}
.

一阶条件为

−u+ Vx = 0,

所以

u∗ = Vx.

解答 34.29. 若控制影响波动，HJB 中会出现

1

2
σ2(x, u)vxx(x).

因此控制的最优选择不仅取决于边际价值 vx，也取决于曲率 vxx。

解答 34.30. q(x) 是状态依赖贴现率或 killing rate。它让未来支付按路径上的累计贴现

e−
∫ s
t q(Xτ )dτ

折算回当前。

解答 34.31. 终端条件规定最后支付或最后价值。边界条件规定状态到达约束边界、违约
边界或退出边界时的价值。它们共同锚定 PDE 解。
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解答 34.32. 企业价值模型中，当现金储备跌到零时可能退出，退出时间可写为

τ = inf{t : Xt ≤ 0}.

在 τ 处需要指定清算价值或违约支付。

解答 34.33. 本章只需要让读者读懂和使用平滑 HJB、验证定理和 Feynman-Kac。完整
viscosity solution 理论用于处理不光滑价值函数和一般存在唯一性问题，超出本书初版主
线。

解答 34.34. HJB 决定个体在给定价格和分布下的最优价值与政策。KF 方程决定个体状
态分布在这些政策下如何随时间演化。

解答 34.35. 对 Ch35，本章提供 Feynman-Kac和定价 PDE。对 Ch36，本章提供随机 HJB
和验证定理，用于求解 Merton 消费-投资问题。

34.12 Computation Lab

本章计算实验围绕一个主题：同一个连续时间随机模型，可以从 HJB/PDE 角度求解，
也可以从模拟期望角度验证。

1. 生成元离散化。对
Av = b(x)vx +

1

2
σ2(x)vxx

在一维网格上用上风差分近似 vx，用中心差分近似 vxx，观察漂移项和扩散项对矩阵

的影响。

2. 固定政策评价。固定消费政策 c(a)，求解线性方程

ρv = u(c) + (ra+ y − c)va +
1

2
σ2vaa.

然后用一阶条件更新 c(a)。

3. 简单 HJB 政策迭代。对

ρv(a) = max
c

{u(c) + va(ra+ y − c) +
1

2
σ2vaa}

在网格上交替进行政策评价和政策改进。
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4. Feynman-Kac Monte Carlo。设

dXt = σdWt, Φ(x) = x2.

用模拟估计

E[e−rTX2
T | X0 = x],

并与 PDE 解的数值近似比较。

5. 风险中性定价。模拟
dSt = rStdt+ σStdW

Q
t

下的欧式看涨期权贴现支付，和 Black-Scholes PDE 网格解做对照。
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定理

35.1 无套利思想

资产定价的核心不是先问投资者喜欢什么，而是先问价格是否允许免费赚钱。若存在

一个交易组合，不需要初始成本，却在未来所有状态都不亏、某些状态严格赚钱，这就是

套利。无套利排除了这种价格错误。

定义 35.1 (一时期套利). 设当前价格向量为 p ∈ Rn，未来状态支付矩阵为 X ∈ RS×n，组

合 θ ∈ Rn 的成本为 p · θ，状态 s 下支付为 (Xθ)s。若

p · θ ≤ 0, Xθ ≥ 0,

且至少一个不等式严格，则称 θ 是套利组合。

例 35.1 (免费午餐). 若某资产价格为 0，未来两个状态支付分别为 1 和 2，买入一单位的

成本为零，未来总为正。这是套利。

例 35.2 (负价格资产). 若某资产今天价格为 −1，未来所有状态支付为 0，买入它今天还收

到 1，未来没有义务支付，也是套利。

命题 35.1 (无套利下的一价定律). 若市场无套利，且两个组合 θ 和 η 在所有状态下支付

相同：

Xθ = Xη,

则它们当前成本相同：

p · θ = p · η.

证明. 若 p · θ < p · η，卖出 η、买入 θ。初始净收入为

p · η − p · θ > 0,

499
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未来支付为

Xθ −Xη = 0.

这构成套利。若反向价格不等，同理卖出较贵组合、买入较便宜组合。因此价格必须相同。

例 35.3 (冗余资产价格). 若资产 3 的支付等于资产 1 和资产 2 支付之和：

X3 = X1 +X2,

则无套利要求

p3 = p1 + p2.

否则可以买便宜的一边、卖贵的一边。

35.2 状态价格

状态价格 qs 是今天购买一单位只在状态 s 支付的 Arrow 证券所需价格。若所有状态
价格为正，则任意资产价格都应等于状态价格加权支付：

pj =
S∑
s=1

qsXsj.

矩阵写作

p = X⊤q.

定义 35.2 (状态价格向量). 若存在 q ∈ RS
++，使得

p = X⊤q,

则 q 称为正状态价格向量。

命题 35.2 (有限状态状态价格定理). 在有限状态一时期模型中，若存在正状态价格向量
q � 0 满足

p = X⊤q,

则市场无套利。反过来，在标准有限维分离条件下，无套利蕴含存在这样的正状态价格向

量。

证明. 先证充分性。若存在套利 θ，则 p · θ ≤ 0、Xθ ≥ 0，且至少一个严格。由 p = X⊤q，

p · θ = q ·Xθ.
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由于 q � 0 且 Xθ ≥ 0，若未来某状态严格为正，则右侧严格为正，矛盾。若未来支付全为

零而初始成本严格为负，也与 p · θ = q ·Xθ = 0 矛盾。

反方向是有限维分离定理的应用：若不存在正定价泛函，则可把可达支付锥与非负正

锥分离，得到一个非正成本、非负支付且某处严格改善的组合，即套利。

例 35.4 (两状态债券和股票). 无风险债券价格为 pB，未来支付为 (1, 1)。股票价格为 pS，

未来支付为 (u, d)。状态价格 qu, qd 满足

pB = qu + qd, pS = quu+ qdd.

若解满足 qu, qd > 0，则无套利。

例 35.5 (状态价格为负的警报). 若计算出的某个 qs < 0，表示市场愿意以负价格卖给你某

个状态的正支付。这通常暗示可以组合资产构造套利。

35.3 风险中性概率

若存在无风险债券，价格为

pB =
1

Rf
,

未来所有状态支付为 1。状态价格总和满足∑
s

qs =
1

Rf
.

定义

Qs = Rfqs.

则 Qs > 0，且
∑

sQs = 1。这就是风险中性概率。

命题 35.3 (状态价格与风险中性概率). 若无风险收益率为 Rf，且 q � 0 是状态价格，则

Qs = Rfqs

定义一个概率分布，并且任意资产满足

pj =
1

Rf
EQ[Xj].

证明. 债券支付恒为 1，所以
1

Rf
= pB =

∑
s

qs.
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因此 ∑
s

Qs = Rf
∑
s

qs = 1.

又 qs > 0，所以 Qs > 0。资产价格满足

pj =
∑
s

qsXsj =
1

Rf

∑
s

QsXsj =
1

Rf
EQ[Xj].

例 35.6 (二叉树风险中性概率). 股票现价 S0，未来价格 uS0 或 dS0，无风险收益率 R。风

险中性概率 Qu 满足

S0 =
1

R
[QuuS0 + (1−Qu)dS0].

解得

Qu =
R− d

u− d
.

无套利要求

d < R < u,

这样 Qu ∈ (0, 1)。

例 35.7 (期权的一期价格). 若看涨期权支付为

Cu = max{uS0 −K, 0}, Cd = max{dS0 −K, 0},

则价格为

C0 =
1

R
[QuCu + (1−Qu)Cd].

35.4 随机贴现因子

状态价格也可以写成真实概率 Ps 下的随机贴现因子 Ms：

qs = PsMs.

于是

pj =
∑
s

PsMsXsj = EP [MXj].

定义 35.3 (随机贴现因子). 若正随机变量 M > 0 满足所有资产价格

pj = E[MXj],

则称 M 为随机贴现因子。
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例 35.8 (SDF 与风险中性概率). 若 qs = PsMs 且 Qs = Rfqs，则

Ms =
1

Rf

Qs

Ps
.

SDF 把真实概率下的期望变成风险中性贴现期望。

例 35.9 (风险溢价协方差). 由
p = E[MX]

和 R = X/p，可得

1 = E[MR].

若无风险收益为 Rf = 1/E[M ]，则风险溢价与 M 和收益的协方差有关。高收益若出现在

低边际价值状态，资产需要更高期望收益补偿。

35.5 多期贴现鞅定价

在多期模型中，使用货币市场账户 Bt 贴现：

S̃t =
St
Bt

.

若存在等价概率测度 Q，使所有贴现可交易资产价格都是 Q-鞅：

S̃t = EQ[S̃t+1 | Ft],

则 Q 称为等价鞅测度。

定义 35.4 (等价鞅测度). 概率测度 Q 与真实测度 P 等价，若二者有相同的零概率事件。

若在 Q 下所有贴现资产价格过程都是鞅，则称 Q 为等价鞅测度。

命题 35.4 (贴现鞅定价). 若 Q 是等价鞅测度，且支付 XT 可由自融资策略复制，则其无

套利价格为

πt = BtEQ
[
XT

BT

| Ft

]
.

证明. 设复制组合财富为 Vt，终端满足 VT = XT。自融资和贴现资产为 Q-鞅蕴含贴现财富

Ṽt =
Vt
Bt

也是 Q-鞅。因此
Vt
Bt

= EQ
[
VT
BT

| Ft

]
= EQ

[
XT

BT

| Ft

]
.

两边乘以 Bt 即得价格公式。
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例 35.10 (两期零息债券). 若 XT = 1，且 BT/Bt 确定，则

πt = BtEQ[1/BT | Ft] =
Bt

BT

.

这就是无风险贴现价格。

例 35.11 (贴现股票鞅). 若
S̃t = EQ[S̃t+1 | Ft],

则今天贴现价格等于明天贴现价格的风险中性条件期望。资产风险已通过测度 Q 调整，而

不是通过额外风险溢价出现在漂移里。

35.6 完备性和唯一鞅测度

市场完备意味着每个状态依赖支付都能由资产组合复制。在一时期有限状态模型中，这

等价于支付矩阵 X 的列空间覆盖 RS。

定义 35.5 (市场完备). 若每个状态支付向量 Y ∈ RS 都存在组合 θ，使得

Xθ = Y,

则称市场完备。

命题 35.5 (完备性与唯一风险中性测度). 在一时期有限状态无套利模型中，若市场完备，
则状态价格向量唯一，因此风险中性概率唯一。反过来，若可达支付空间不是整个 RS，则

通常存在多个与已交易资产价格一致的状态价格向量。

证明. 若市场完备，任意 Arrow 支付 es 都可复制。由一价定律，每个 es 的价格唯一，因

此每个状态价格 qs 唯一。风险中性概率 Qs = Rfqs，故也唯一。

若市场不完备，则存在不可复制方向。资产价格只限制 q 在可达支付空间上的作用，无

法唯一确定其在不可复制方向上的取值，因此可能有多个正状态价格向量。

例 35.12 (二叉树完备). 一只股票和一只债券、两个未来状态。若股票上/下状态支付不同，
债券支付相同，则两个资产张成 R2。市场完备，任意两状态支付都可复制。

例 35.13 (三状态一股票不完备). 若只有一只债券和一只股票，但未来有三个状态，则最
多只能张成二维支付空间。一般三状态支付不能完全复制，风险中性概率不唯一。
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35.7 连续时间接口

连续时间中，货币市场账户满足

dBt = rtBt dt.

风险资产价格若满足

dSt = µtSt dt+ σtSt dW
P
t ,

则贴现价格为 S̃t = St/Bt。若能找到等价测度 Q，使

dSt = rtSt dt+ σtSt dW
Q
t ,

则

dS̃t = σtS̃t dW
Q
t ,

贴现价格是 Q-局部鞅。

例 35.14 (风险中性漂移替换). 在真实测度下股票漂移为 µ，风险中性测度下漂移变为 r。

风险补偿不消失，而是进入测度变化中。

例 35.15 (连续时间期权价格). 若欧式支付为 Φ(ST )，则无套利价格为

V (t, S) = EQ
[
e−

∫ T
t rsdsΦ(ST ) | St = S

]
.

Ch35 将把这个期望和 Black-Scholes PDE 具体求出来。

35.8 Girsanov 入口：市场风险价格
设真实测度下

dSt = µStdt+ σStdW
P
t .

定义市场风险价格

λ =
µ− r

σ
.

形式上令

dWQ
t = dW P

t + λ dt.

则

dW P
t = dWQ

t − λdt.

代入股票动态：

dSt = µStdt+ σSt(dW
Q
t − λdt) = [µ− σλ]Stdt+ σStdW

Q
t .

由 λ = (µ− r)/σ，漂移变为 rStdt。
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命题 35.6 (Brownian 漂移变换的应用计算). 若

dWQ
t = dW P

t + λdt

在合适的测度变换下成为 Q-Brownian motion，且

λ =
µ− r

σ
,

则股票动态

dSt = µStdt+ σStdW
P
t

可写为

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t .

证明. 由
dW P

t = dWQ
t − λdt,

代入真实测度动态：

dSt = µStdt+ σSt(dW
Q
t − λdt) = (µ− σλ)Stdt+ σStdW

Q
t .

使用 λ = (µ− r)/σ，得

µ− σλ = µ− (µ− r) = r.

因此风险中性动态成立。

例 35.16 (市场风险价格为零). 若 µ = r，则 λ = 0。真实测度下股票已经以无风险利率为

漂移，风险中性测度和真实测度在 Brownian 漂移上没有差异。

例 35.17 (高风险溢价的测度变化). 若 µ− r 很大而 σ 固定，则 λ 很大。风险中性测度需

要显著改变 Brownian 漂移，才能把股票预期收益从 µ 调整到 r。

35.9 金融基本定理的入口版

金融基本定理的粗略口径是：

无套利 ⇐⇒ 存在等价鞅测度.

市场完备时，等价鞅测度唯一；不完备时，可能存在多个等价鞅测度，未复制支付的价格

会落在一个区间或需要额外偏好/均衡条件决定。
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定理 35.1 (金融基本定理：入口版). 在有限状态离散时间模型中，无套利等价于存在等价
鞅测度 Q，使所有贴现资产价格都是 Q-鞅。若市场完备，则该等价鞅测度唯一。连续时间
中，在适当技术条件下也有相应命题，但完整表述需要更强的无免费午餐条件和半鞅理论。

证明. 有限状态一时期情形由正状态价格定理和状态价格到风险中性概率的转换得到。多
期有限状态情形可在每个节点局部应用同样论证，并用条件概率拼接出等价鞅测度。若贴

现价格在 Q 下为鞅，则任意零成本自融资策略的贴现财富也是鞅，不能从零成本产生非负

且有正概率为正的终端财富。反过来，无套利给出各节点的正状态价格，从而构造 Q。完

备性与唯一性由可复制 Arrow 支付和一价定律给出。

例 35.18 (不完备市场中的价格区间). 三状态一股票模型中，某个数字期权支付可能无法
复制。多个风险中性概率都能定价已交易资产，但给该数字期权不同期望。因此无套利只

能给出价格区间。

例 35.19 (BS 基准模型). Black-Scholes 模型中，一只股票和一只债券对应一个 Brownian
风险源。在理想条件下，市场完备，风险中性测度唯一，期权价格唯一。若有两个独立风

险源但只有一只股票，市场通常不完备。

35.10 本章小结

无套利把资产定价从偏好问题转化为线性定价和鞅问题。有限状态中，正状态价格、随

机贴现因子和风险中性概率是同一对象的不同写法。多期中，风险中性测度使贴现资产价

格成为鞅，可复制支付按贴现条件期望定价。连续时间中，Girsanov 变换把真实漂移调整
为风险中性漂移，市场风险价格衡量这种调整。下一章将把这些工具用于 Black-Scholes、债
券和衍生品定价。

35.11 Exercises
习题 35.1. 定义一时期套利。

习题 35.2. 证明无套利蕴含一价定律。

习题 35.3. 给出一个零成本正支付套利例子。

习题 35.4. 定义状态价格向量。

习题 35.5. 说明正状态价格为何排除套利。

习题 35.6. 在两状态模型中写出债券和股票对应的状态价格方程。
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习题 35.7. 从状态价格构造风险中性概率。

习题 35.8. 推导二叉树风险中性概率 Qu = (R− d)/(u− d)。

习题 35.9. 说明二叉树无套利条件 d < R < u。

习题 35.10. 定义随机贴现因子。

习题 35.11. 证明 p = E[MX] 与状态价格 qs = PsMs 等价。

习题 35.12. 写出 SDF 与风险中性概率的关系。

习题 35.13. 定义贴现价格过程。

习题 35.14. 定义等价鞅测度。

习题 35.15. 证明若 Q 是等价鞅测度，则可复制支付价格为风险中性贴现期望。

习题 35.16. 说明自融资策略为什么使贴现财富成为贴现资产的积分。

习题 35.17. 定义市场完备。

习题 35.18. 证明有限状态完备市场中状态价格唯一。

习题 35.19. 解释不完备市场中风险中性测度为何可能不唯一。

习题 35.20. 在二叉树模型中说明为什么市场完备。

习题 35.21. 在三状态一股票模型中说明为什么市场通常不完备。

习题 35.22. 写出连续时间货币市场账户动态。

习题 35.23. 若风险中性动态为 dSt = rStdt+ σStdW
Q
t ，证明贴现价格漂移为零。

习题 35.24. 写出连续时间欧式支付的风险中性定价公式。

习题 35.25. 定义市场风险价格 λ。

习题 35.26. 用 dWQ
t = dW P

t + λdt 推导风险中性漂移。

习题 35.27. 解释 Girsanov 变换在本章中的经济作用。

习题 35.28. 陈述金融基本定理的入口版。

习题 35.29. 说明无套利和等价鞅测度之间的关系。
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习题 35.30. 说明完备性和唯一等价鞅测度之间的关系。

习题 35.31. 解释为什么完整连续时间 FTAP 需要更强技术条件。

习题 35.32. 给出一个不完备市场中未复制支付价格不唯一的直观例子。

习题 35.33. 说明 Black-Scholes 模型为什么常被看作完备市场基准。

习题 35.34. 比较真实概率 P 和风险中性概率 Q。

习题 35.35. 列出状态价格、SDF、风险中性概率和等价鞅测度之间的对应关系。

35.12 Solutions
本章解答的主线是：无套利给出正线性定价泛函；有债券时这个泛函可归一化为风险

中性概率；多期中风险中性概率让贴现价格成为鞅；完备性决定这个测度是否唯一。

解答 35.1. 一时期套利是组合 θ 满足

p · θ ≤ 0, Xθ ≥ 0,

并且至少一个不等式严格。它表示初始不花钱或还收钱，未来不亏且某处赚钱。

解答 35.2. 若两个组合未来支付相同但价格不同，卖出贵的、买入便宜的，未来支付抵消，
今天获得正收入。这是套利。因此无套利要求相同支付有相同价格。

解答 35.3. 若某资产今天价格为 0，未来所有状态支付为 1，买入一单位成本为零，未来每

个状态都得到 1。这是零成本正支付套利。

解答 35.4. 状态价格向量 q � 0 满足

p = X⊤q.

其中 qs 是今天购买状态 s 下 1 单位支付的价格。

解答 35.5. 若 q � 0 且 p = X⊤q，则任意组合成本

p · θ = q ·Xθ.

若 Xθ ≥ 0 且某处严格为正，则右侧严格为正，不能有非正成本。因此套利被排除。

解答 35.6. 债券未来支付为 (1, 1)，股票未来支付为 (u, d)。状态价格 qu, qd 满足

pB = qu + qd, pS = quu+ qdd.
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解答 35.7. 若无风险收益率为 Rf，定义

Qs = Rfqs.

由于债券价格满足
∑

s qs = 1/Rf，所以
∑

sQs = 1，且 Qs > 0。

解答 35.8. 股票价格满足

S0 =
1

R
[QuuS0 + (1−Qu)dS0].

两边乘以 R/S0：

R = Quu+ (1−Qu)d = d+Qu(u− d).

所以

Qu =
R− d

u− d
.

解答 35.9. 无套利要求 Qu ∈ (0, 1)。若 u > d，这等价于

R− d > 0, R− d < u− d,

即

d < R < u.

解答 35.10. 随机贴现因子是正随机变量 M，使资产价格满足

pj = E[MXj].

它把未来随机支付按状态和边际价值折现回当前。

解答 35.11. 若状态概率为 Ps，令

qs = PsMs.

则

E[MXj] =
∑
s

PsMsXsj =
∑
s

qsXsj = pj.

反向地，只要 Ps > 0，可由 Ms = qs/Ps 得到 SDF。

解答 35.12. 由
Qs = Rfqs = RfPsMs

得

Ms =
1

Rf

Qs

Ps
.
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解答 35.13. 贴现价格过程为
S̃t =

St
Bt

,

其中 Bt 是货币市场账户或 numeraire。

解答 35.14. 等价鞅测度 Q与真实测度 P 有相同零概率事件，并使所有贴现资产价格在 Q

下成为鞅：

S̃t = EQ[S̃t+1 | Ft].

解答 35.15. 若 VT = XT 可复制，自融资使贴现财富 Ṽt = Vt/Bt 为 Q-鞅。因此

Vt
Bt

= EQ
[
VT
BT

| Ft

]
= EQ

[
XT

BT

| Ft

]
.

乘以 Bt 得价格公式。

解答 35.16. 自融资表示财富变化只来自已有资产价格变化，而不是外部注入或抽取资金。
因此贴现财富变化可写成交易策略对贴现资产价格变化的积分。

解答 35.17. 市场完备是指任意状态支付 Y ∈ RS 都可由某组合复制：

Xθ = Y.

解答 35.18. 若市场完备，每个 Arrow 支付 es 都可复制。由一价定律，es 的价格唯一，所

以所有 qs 唯一。状态价格向量因此唯一。

解答 35.19. 不完备时，可达支付空间小于整个状态空间。价格只限制状态价格在可达支付
上的作用，未被交易资产识别的方向可以变化，因此可能有多个风险中性测度。

解答 35.20. 二叉树有两个未来状态，债券支付 (1, 1)，股票支付 (u, d)。若 u 6= d，这两个

向量线性独立，张成 R2，所以任意两状态支付都可复制。

解答 35.21. 三状态中，债券和一只股票最多提供两个线性独立支付向量，不能张成 R3。因

此一般三状态支付无法复制。

解答 35.22. 连续时间货币市场账户满足

dBt = rtBtdt.

若 rt = r 常数，则 Bt = B0e
rt。
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解答 35.23. 贴现价格 S̃t = St/Bt。若

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t , dBt = rBtdt,

则 Itô 商法则给出
dS̃t = σS̃tdW

Q
t ,

没有漂移项。

解答 35.24. 欧式支付 Φ(ST ) 的风险中性价格为

V (t, S) = EQ
[
e−

∫ T
t rsdsΦ(ST ) | St = S

]
.

解答 35.25. 市场风险价格定义为
λ =

µ− r

σ
.

它是每单位波动所要求的超额收益。

解答 35.26. 由
dWQ

t = dW P
t + λdt

得

dW P
t = dWQ

t − λdt.

代入

dSt = µStdt+ σStdW
P
t

得到

dSt = (µ− σλ)Stdt+ σStdW
Q
t .

若 λ = (µ− r)/σ，漂移为 rStdt。

解答 35.27. Girsanov 变换把真实测度下的风险补偿转移到概率测度变化中。在新测度下，
资产漂移变为无风险利率，贴现价格成为鞅，定价可写为风险中性期望。

解答 35.28. 入口版金融基本定理：在有限状态离散时间模型中，无套利等价于存在等价鞅
测度；若市场完备，则等价鞅测度唯一。

解答 35.29. 无套利保证存在正线性定价泛函。归一化后得到风险中性概率或等价鞅测度。
在这个测度下，贴现资产价格没有可预测漂移，成为鞅。

解答 35.30. 完备性意味着每个状态支付都可复制，因此每个 Arrow 价格由一价定律唯一
确定。风险中性测度由状态价格归一化而来，所以也唯一。
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解答 35.31. 连续时间中交易可以高频进行，价格过程路径复杂。排除套利需要比简单“无
套利”更强的无免费午餐条件；一般表述还依赖半鞅积分和局部鞅理论。

解答 35.32. 三状态一股票模型中，数字支付 Y = (1, 0, 0) 可能无法复制。多个风险中性概

率都能匹配债券和股票价格，但对 Y 给出不同期望，因此价格不唯一。

解答 35.33. Black-Scholes 中一个 Brownian 风险源由一只风险资产和债券动态交易复制。
在理想条件下，所有欧式支付都可通过动态交易复制，因此是完备市场基准。

解答 35.34. 真实概率 P 描述实际事件频率和风险溢价。风险中性概率 Q 是定价用测度，

在它下面贴现资产价格是鞅。二者通常不同。

解答 35.35. 状态价格 qs 给每个状态的当前价格；SDF 满足 qs = PsMs；风险中性概率满

足 Qs = Rfqs；多期中这些对象对应等价鞅测度，使贴现价格成为鞅。

35.13 Computation Lab
本章计算实验的目标是把“无套利是否成立”转化为线性代数和线性规划问题。

1. 状态价格求解。给定支付矩阵 X 和价格 p，求解

X⊤q = p.

检查是否存在 q � 0。若存在，计算风险中性概率。

2. 二叉树定价。给定 S0, u, d, R,K，计算

Qu =
R− d

u− d

和一期看涨期权价格。

3. 套利线性规划。搜索组合 θ，使

p · θ ≤ 0, Xθ ≥ 0,

并最大化某个正支付总和。若最优值为正，则存在套利。

4. 不完备市场价格区间。三状态两资产模型中，枚举满足 X⊤q = p、q > 0 的状态价格，

计算未复制支付 Y 的价格区间

{q · Y : q > 0, X⊤q = p}.
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5. 风险中性漂移模拟。对
dSt = µStdt+ σStdW

P
t

和

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t

分别模拟路径，比较真实均值和风险中性贴现均值。



第三十六章 Black-Scholes、债券与衍生
品定价

36.1 从鞅测度到定价模型

上一章给出的核心公式是：若 Q 是等价鞅测度，且 Bt 是货币市场账户，则可复制支

付 XT 在 t 时刻的无套利价格为

Vt = BtEQ
[
XT

BT

| Ft

]
.

本章把这个公式具体化。最基本的连续时间股票市场由一只股票和一个货币市场账户组成：

dBt = rBtdt, dSt = µStdt+ σStdW
P
t ,

其中 r 为无风险利率，µ 为真实测度下的预期收益率，σ > 0 为波动率。无套利定价不直

接使用 µ，而是切换到风险中性测度 Q，使股票贴现价格成为鞅：

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t .

定义 36.1 (Black-Scholes 市场). Black-Scholes 市场指由

dBt = rBtdt, dSt = rStdt+ σStdW
Q
t

描述的风险中性市场，其中 r 和 σ > 0 为常数，股票可连续交易，交易无摩擦，且衍生品

支付可由股票和货币市场账户复制。

例 36.1 (风险中性漂移). 若真实测度下 µ = 12%、r = 4%、σ = 20%，则市场风险价格为

λ =
µ− r

σ
= 0.4.

切换到风险中性测度后，股票动态中的漂移从 12% 变成 4%。这不是说投资者真的只要求
4% 的收益，而是说期权复制价格只需要风险中性贴现期望。

515
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定理 36.1 (风险中性几何 Brownian 运动解). 若

dSt = rStdt+ σStdW
Q
t , S0 > 0,

则

ST = St exp
{(

r − 1

2
σ2

)
(T − t) + σ(WQ

T −WQ
t )

}
.

特别地，在条件于 Ft 时，log(ST/St) 服从均值 (r − σ2/2)(T − t)、方差 σ2(T − t) 的正态

分布。

证明. 对 f(S) = logS 用 Itô 引理：

d logSt =
1

St
dSt −

1

2

1

S2
t

(dSt)
2 =

(
r − 1

2
σ2

)
dt+ σdWQ

t .

从 t 积分到 T，再指数化即可得到结论。

例 36.2 (条件均值). 由上式可得

EQ[ST | Ft] = Ste
r(T−t).

因此贴现股票价格满足

EQ[e−r(T−t)ST | Ft] = St,

这正是风险中性测度下贴现价格为鞅的含义。

例 36.3 (漂移不进入期权公式). 两只股票若有相同的当前价格、波动率和无风险利率，但
真实预期收益率不同，在 Black-Scholes 完备市场内给同一欧式期权的无套利价格相同。真
实漂移会影响实际投资回报分布，却不影响复制成本。

36.2 Black-Scholes PDE
设欧式衍生品价格可写成光滑函数 V (t, S)。对 V (t, St) 使用 Itô 引理，在风险中性动

态下有

dV =

(
Vt + rSVS +

1

2
σ2S2VSS

)
dt+ σSVSdW

Q
t .

若 V 能由持有 ∆t 股股票和货币市场账户复制，则随机项必须与股票风险相配平，得到

∆t = VS(t, St)。

定理 36.2 (Black-Scholes PDE). 若支付 Φ(ST ) 可由 Black-Scholes 市场中的自融资策略复
制，且价格函数 V (t, S) 足够光滑，则 V 满足

Vt +
1

2
σ2S2VSS + rSVS − rV = 0, V (T, S) = Φ(S).
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证明. 构造组合：持有 VS(t, St) 股股票，并持有金额

V (t, St)− VS(t, St)St

于货币市场账户。该组合的价值为 V。其自融资变化为

dΠ = VSdS + r(V − VSS)dt.

代入 dS = rSdt+ σSdWQ，得

dΠ = rV dt+ σSVSdW
Q.

另一方面 Itô 引理给出

dV =

(
Vt + rSVS +

1

2
σ2S2VSS

)
dt+ σSVSdW

Q.

复制要求 dV = dΠ。比较 dt 项，得到 PDE。

例 36.4 (看涨期权的边界直觉). 欧式看涨期权支付为 (ST −K)+。终端条件为

C(T, S) = (S −K)+.

当 S = 0 时，风险中性动态保持 Su = 0，因此 C(t, 0) = 0。当 S 很大时，看涨期权近似于

远期多头，价格近似

C(t, S) ≈ S −Ke−r(T−t).

这些条件帮助理解 PDE 解的形状。

例 36.5 (Delta 对冲的即时风险消除). 若某期权当前 VS = 0.6，则复制组合持有 0.6 股股

票。期权价格中的 Brownian 随机项是 σSVSdW，股票头寸中的随机项也是 0.6σSdW。两

者相配平后，剩余变化只由无风险利率决定。

命题 36.1 (风险中性定价与 PDE 的一致性). 若

V (t, S) = EQ
[
e−r(T−t)Φ(ST ) | St = S

]
,

且 V 足够光滑，则 V 满足 Black-Scholes PDE。

证明. 令
Mu = e−r(u−t)V (u, Su), u ∈ [t, T ].

若 V 满足风险中性定价公式，则 Mu 是 Q-鞅。对 Mu 用 Itô 引理，其漂移项必须为零。漂
移项正是

e−r(u−t)
(
Vt +

1

2
σ2S2VSS + rSVS − rV

)
du.

因此括号内为零。
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例 36.6 (PDE 和期望公式的两种读法). 同一个欧式支付既可以通过解 PDE 得到价格，也
可以通过计算风险中性贴现期望得到价格。PDE 强调动态复制，期望公式强调鞅定价；在
本模型中它们给出同一个数。

36.3 欧式看涨和看跌公式

令 τ = T − t。欧式看涨期权支付为 (ST −K)+，看跌期权支付为 (K − ST )
+。定义

d1 =
log(S/K) + (r + 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

, d2 = d1 − σ
√
τ ,

并令 N(·) 为标准正态分布函数。

定理 36.3 (欧式看涨期权公式). 在 Black-Scholes 市场中，欧式看涨期权价格为

C(t, S) = SN(d1)−Ke−rτN(d2).

证明. 由风险中性定价，
C = e−rτEQ[(ST −K)+ | St = S].

写

ST = S exp
{(

r − 1

2
σ2

)
τ + σ

√
τZ

}
, Z ∼ N(0, 1).

看涨期权实值条件 ST > K 等价于 Z > −d2。于是

C = e−rτEQ[ST1{Z>−d2}]−Ke−rτQ(Z > −d2).

第二项为 Ke−rτN(d2)。第一项利用正态指数倾斜恒等式

E[eaZ1{Z>c}] = ea
2/2N(a− c)

得到 SN(d1)。合并即得公式。

例 36.7 (平值看涨期权). 设 S = K = 100、r = 5%、σ = 20%、τ = 1。则

d1 =
0 + 0.05 + 0.02

0.2
= 0.35, d2 = 0.15.

价格为

C = 100N(0.35)− 100e−0.05N(0.15).

学习时先把公式拆成两块：SN(d1) 是风险调整后的股票部分，Ke
−rτN(d2) 是贴现执行价

格部分。
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定理 36.4 (Put-call parity). 同一标的、同一执行价、同一到期日的欧式看涨和看跌期权满
足

C(t, S)− P (t, S) = S −Ke−r(T−t).

证明. 到期时，
(ST −K)+ − (K − ST )

+ = ST −K.

左边是买入看涨并卖出看跌的终端支付，右边可由买入一股股票并借入 Ke−r(T−t) 复制。两

者终端支付相同，无套利要求当前价格相同。

例 36.8 (由看涨得到看跌). 若 S = 100、K = 100、r = 5%、τ = 1，且看涨期权价格为

C = 10.45，则

P = C − S +Ke−rτ = 10.45− 100 + 100e−0.05.

这比重新积分看跌支付更快，也更能暴露报价之间的套利错误。

推论 36.1 (欧式看跌期权公式). 欧式看跌期权价格为

P (t, S) = Ke−rτN(−d2)− SN(−d1).

证明. 由 put-call parity，
P = C − S +Ke−rτ .

代入看涨公式并使用 N(−x) = 1−N(x)，即可得到结论。

例 36.9 (价内、平值和价外). 当 S > K 时，看涨期权价内，看跌期权价外；当 S = K 时，

二者平值；当 S < K 时，看涨期权价外，看跌期权价内。Black-Scholes 价格不仅反映内在
价值，还反映到期前价格波动带来的时间价值。

例 36.10 (数字期权). 支付 1{ST>K} 的现金型数字期权价格为

e−rτQ(ST > K) = e−rτN(d2).

它正好出现在看涨公式的执行价格项中，说明 N(d2) 是风险中性实值概率。

例 36.11 (状态价格密度). 把看涨价格看成执行价 K 的函数 C(K)。形式上，

∂2C

∂K2

与风险中性终端价格密度有关。这解释了为什么一串不同行权价的期权价格能够透露市场

隐含的风险中性分布。
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36.4 希腊值与动态复制

希腊值是价格函数对模型变量或参数的敏感度。它们不是附加装饰，而是复制策略和

风险管理的局部语言。

定义 36.2 (常用希腊值). 对价格函数 V (t, S; σ, r)，定义

∆ = VS, Γ = VSS, Θ = Vt, V = Vσ, ρ = Vr.

命题 36.2 (看涨期权的 Delta 和 Gamma). 欧式看涨期权满足

∆C = N(d1), ΓC =
φ(d1)

Sσ
√
τ
,

其中 φ 为标准正态密度。

证明. 对
C = SN(d1)−Ke−rτN(d2)

关于 S 求导。虽然 d1, d2 都依赖 S，但由 d2 = d1 − σ
√
τ 可验证两项中关于 di 的额外导数

抵消，留下

CS = N(d1).

再对 S 求导，因
∂d1
∂S

=
1

Sσ
√
τ
,

得到 Gamma 公式。

例 36.12 (Delta 头寸). 若某看涨期权的 d1 = 0.25，则 ∆ = N(0.25)。复制一份期权需要

持有约 N(0.25) 股股票，其余价值放在货币市场账户中。标的上涨一小段时，期权价格的

一阶变化约为 ∆ dS。

例 36.13 (Gamma 的含义). Gamma 衡量 Delta 对 S 的变化速度。临近到期且接近平值

时，Γ 往往较大，表示复制策略需要更频繁调整股票头寸。连续时间模型假设可以连续再

平衡，现实中这会变成交易成本和离散对冲误差。

定理 36.5 (Delta 对冲恒等式). 若 V 满足 Black-Scholes PDE，则持有

∆t = VS(t, St)

股股票，并把剩余价值 V −∆tSt 放入货币市场账户的策略复制 V (t, St)。
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证明. 该策略的自融资变化为

dΠ = VSdS + r(V − VSS)dt.

代入股票动态可得

dΠ = rV dt+ σSVSdW
Q.

PDE 将 Itô 展开中的漂移项化为 rV，所以

dV = rV dt+ σSVSdW
Q = dΠ.

若初始 Πt = V (t, St)，则两者路径上保持相等，终端复制支付。

例 36.14 (离散再平衡误差). 若只在每天收盘调整 Delta，而不是连续调整，那么日内价格
变化会让真实头寸偏离 VS。误差主要受 Gamma、波动率和再平衡间隔影响。Black-Scholes
的连续复制给出理论基准，实际交易需要把离散误差和成本加入考虑。

例 36.15 (Vega 不是希腊字母但很重要). Vega 衡量价格对波动率的敏感度。一个长期平
值期权通常 Vega 较高，因为波动率变化显著改变到期实值概率。短期期权即使 Delta 很
敏感，Vega 也可能较小。

36.5 债券与短利率定价

衍生品不只包括股票期权。债券本身也可以看作支付确定或随机现金流的合约。零息

债券 P (t, T ) 在 T 时支付一单位货币，其价格是固定收益定价的基本构件。

定理 36.6 (确定性短利率下的零息债券价格). 若短利率路径 ru 为确定函数，则

P (t, T ) = exp
(
−
∫ T

t

ru du

)
.

若 ru = r 为常数，则 P (t, T ) = e−r(T−t)。

证明. 无风险账户从 t 到 T 的增长因子为

exp
(∫ T

t

ru du

)
.

今天投入 P (t, T ) 到该账户，到期应正好得到一单位货币，所以

P (t, T ) exp
(∫ T

t

ru du

)
= 1.

解得公式。
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例 36.16 (常数利率债券). 若 r = 4%、T − t = 5，则五年期零息债价格为

P (t, T ) = e−0.04×5 = e−0.2.

它低于 1，因为今天少于 1 的资金按无风险利率增长后可在五年后变成 1。

定义 36.3 (久期与凸性). 对支付现金流 CFi 于时间 Ti 的债券，价格为

P =
∑
i

e−y(Ti−t)CFi.

Macaulay 久期为

D =

∑
i(Ti − t)e−y(Ti−t)CFi

P
,

凸性为

C =

∑
i(Ti − t)2e−y(Ti−t)CFi

P
.

例 36.17 (价格对收益率的近似). 若某债券久期为 D = 4，收益率小幅上升 ∆y = 0.01，则

一阶近似给出
∆P

P
≈ −D∆y = −4%.

加入凸性项后近似为
∆P

P
≈ −D∆y +

1

2
C(∆y)2.

当短利率随机时，债券价格本身成为短利率状态变量的函数。设风险中性短利率模型

为

drt = α(t, rt)dt+ β(t, rt)dW
Q
t .

零息债券价格写作 P (t, r;T )。

定理 36.7 (短利率债券定价 PDE). 若 P (t, r;T ) 足够光滑，且终端条件为 P (T, r;T ) = 1，

则

Pt + α(t, r)Pr +
1

2
β(t, r)2Prr − rP = 0.

证明. 风险中性定价给出

P (t, r;T ) = EQ
[
exp

(
−
∫ T

t

ru du

)
| rt = r

]
.

令

Mu = exp
(
−
∫ u

t

rsds

)
P (u, ru;T ).

该过程为 Q-鞅。对 Mu 用 Itô 引理，并令漂移项为零，得到所述 PDE。
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例 36.18 (不能只看未来短利率均值). 随机短利率下，

P (t, T ) = EQ
[
e−

∫ T
t rudu | Ft

]
,

一般不等于

exp
(
−
∫ T

t

EQ[ru | Ft]du

)
.

原因是指数函数和期望不能随意交换；利率不确定性会通过凸性影响债券价格。

定理 36.8 (Vasicek 仿射债券公式). 在风险中性 Vasicek 模型

drt = a(b− rt)dt+ σrdW
Q
t , a > 0,

中，零息债券价格可写成

P (t, r;T ) = A(t, T )e−B(t,T )r,

其中

B(t, T ) =
1− e−a(T−t)

a
,

而 A(t, T ) 由代入 PDE 后得到的一阶常微分方程确定。

证明. 令 P = Ae−Br。则

Pr = −BP, Prr = B2P, Pt =

(
At
A

− Btr

)
P.

代入短利率 PDE 并除以 P，得到

At
A

− Btr − aB(b− r) +
1

2
σ2
rB

2 − r = 0.

按 r 的系数和常数项分别为零，得

Bt = aB − 1, B(T, T ) = 0,

解得

B(t, T ) =
1− e−a(T−t)

a
.

常数项给出 A 的方程。终端条件 P (T, r;T ) = 1 对应 A(T, T ) = 1。

例 36.19 (均值回复的作用). 在 Vasicek 模型中，若当前短利率 rt 很高，漂移 a(b− rt) 为

负，短利率倾向于回到长期均值 b。因此长期债券价格对当前 rt 的敏感度不会像无均值回

复模型那样无限线性累积，而是由

B(t, T ) =
1− e−a(T−t)

a

控制。



524 第三十六章 BLACK-SCHOLES、债券与衍生品定价

例 36.20 (债券期权的同一逻辑). 以零息债券为标的的欧式看涨期权支付

(P (T0, T1)−K)+

也可用风险中性贴现期望定价。若短利率模型给出 P (T0, T1)的条件分布，就能得到闭式或

数值价格。这里的标的不是股票，而是一只到期更远的债券。

36.6 常见衍生品关系

很多衍生品公式只是风险中性定价的不同包装。远期合约、期货、数字期权和障碍期

权都可以从“贴现期望加边界条件”理解。

命题 36.3 (无分红股票远期价格). 无分红股票在 T 到期交割的远期价格为

F (t, T ) = Ste
r(T−t).

证明. 远期合约在到期支付 ST − F。签订时价值为零，因此

0 = e−r(T−t)EQ[ST − F | Ft].

风险中性下 EQ[ST | Ft] = Ste
r(T−t)，所以 F = Ste

r(T−t)。

例 36.21 (远期与借钱买股票). 若 St = 100、r = 5%、τ = 1，则远期价格为

F = 100e0.05.

这等价于今天借钱买入股票并持有到期：到期交割价必须补偿这段时间的融资成本。

例 36.22 (现金型数字期权和看涨价差). 支付 1{ST>K} 的数字期权可以用很窄的看涨价差

近似：
C(K)− C(K + ε)

ε
.

当 ε 很小时，它近似在 K 附近提取看涨价格曲线的斜率信息。

例 36.23 (障碍条件). 上敲出看涨期权在标的价格触及障碍 H 后失效。PDE 仍来自同一
个生成元，但边界条件多了

V (t,H) = 0.

这说明衍生品差异常常体现在支付和边界条件上，而不是定价思想上。

例 36.24 (美式期权的接口). 美式期权允许提前行权。它的价格不再只满足等式 PDE，而
是满足最优停止对应的变分不等式。初版主线只保留这个接口：提前行权把定价问题从线

性 PDE 推向自由边界问题。
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36.7 模型边界

Black-Scholes 模型的力量来自极端清楚的结构：一只股票、一只债券、一个 Brownian
风险源、连续交易、常数波动率、无摩擦市场。在这个结构中，市场完备，期权可以复制，

价格唯一。

现实市场中，波动率会随执行价和期限变化，交易有成本，跳跃和随机波动率会引入

额外风险源，连续再平衡也只是近似。因此本章公式应当被看作基准语言：它告诉我们无

套利价格怎样由复制和风险中性测度产生，也告诉我们现实偏离应当从哪里进入模型。

例 36.25 (隐含波动率). 市场给出的期权价格 Cmkt 通常不直接等于某个固定 σ 下的理论

价格。把 Black-Scholes 公式反过来求

CBS(σimp) = Cmkt

得到的 σimp 称为隐含波动率。不同 K,T 的隐含波动率不同，便形成波动率微笑或曲面。

36.8 本章小结

Black-Scholes 公式不是孤立技巧，而是 Ch34 风险中性定价在最简单完备连续时间市
场中的具体表达。PDE 来自 Itô 引理和 Delta 复制；闭式期权公式来自风险中性对数正态
分布；希腊值描述复制和风险暴露；债券价格则把同一思想应用到短利率状态变量。下一

章将把这些定价工具接入 Merton 消费-投资问题和动态资产定价。

36.9 Exercises
习题 36.1. 写出 Black-Scholes 市场中 Bt 和 St 在风险中性测度下的动态。

习题 36.2. 证明风险中性股票价格满足

EQ[e−r(T−t)ST | Ft] = St.

习题 36.3. 从 dSt = rStdt+ σStdW
Q
t 推导 ST 的显式解。

习题 36.4. 解释为什么真实漂移 µ 不出现在 Black-Scholes 欧式期权公式中。

习题 36.5. 对 V (t, St) 使用 Itô 引理，写出 dV。

习题 36.6. 用 Delta 复制推导 Black-Scholes PDE。

习题 36.7. 写出欧式看涨期权的终端条件和两个基本边界直觉。
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习题 36.8. 说明风险中性期望公式与 Black-Scholes PDE 的关系。

习题 36.9. 定义 d1, d2，并说明二者相差多少。

习题 36.10. 写出欧式看涨期权 Black-Scholes 公式。

习题 36.11. 写出欧式看跌期权 Black-Scholes 公式。

习题 36.12. 证明 put-call parity。

习题 36.13. 若 S = K = 100, r = 0.05, σ = 0.2, τ = 1，计算 d1, d2。

习题 36.14. 说明 N(d2) 在看涨期权公式中的概率含义。

习题 36.15. 给出现金型数字期权 1{ST>K} 的 Black-Scholes 价格。

习题 36.16. 定义 Delta、Gamma、Theta、Vega 和 Rho。

习题 36.17. 证明欧式看涨期权的 Delta 为 N(d1)。

习题 36.18. 证明欧式看涨期权的 Gamma 为

φ(d1)

Sσ
√
τ
.

习题 36.19. 解释 Gamma 为什么在离散 Delta 对冲中重要。

习题 36.20. 写出 Delta 对冲组合中股票和货币市场账户的头寸。

习题 36.21. 说明 Vega 的经济含义。

习题 36.22. 在常数短利率 r 下，写出零息债券 P (t, T ) 的价格。

习题 36.23. 在确定性短利率路径 ru 下，推导零息债券价格。

习题 36.24. 定义 Macaulay 久期。

习题 36.25. 用久期给出债券价格对收益率小变化的一阶近似。

习题 36.26. 写出随机短利率模型下零息债券的风险中性定价公式。

习题 36.27. 推导短利率债券定价 PDE。

习题 36.28. 在 Vasicek 模型 drt = a(b− rt)dt+ σrdW
Q
t 中，写出债券价格的仿射形式。

习题 36.29. 推导 Vasicek 模型中 B(t, T ) 的表达式。
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习题 36.30. 解释为什么随机利率下债券价格一般不等于用期望短利率贴现。

习题 36.31. 推导无分红股票远期价格 F (t, T )。

习题 36.32. 说明数字期权如何用窄看涨价差近似。

习题 36.33. 说明障碍期权相对于普通欧式期权主要改变了什么。

习题 36.34. 解释美式期权为什么会引入最优停止或自由边界问题。

习题 36.35. 说明隐含波动率的定义，并解释波动率微笑为什么提示 Black-Scholes 常数波
动率假设不足。

36.10 Solutions
本章题解的主线是：先把股票价格写成风险中性几何 Brownian运动，再用 Itô引理和

复制得到 PDE；闭式公式来自对数正态分布；希腊值是价格函数的局部导数；债券定价则
把同一套风险中性贴现思想用于短利率状态变量。

解答 36.1. 风险中性测度下，

dBt = rBtdt, dSt = rStdt+ σStdW
Q
t .

第一式表示货币市场账户以无风险利率增长；第二式表示股票的漂移也等于 r，从而贴现

股票价格为 Q-鞅。

解答 36.2. 由风险中性动态可知

ST = St exp
{
(r − σ2/2)(T − t) + σ(WQ

T −WQ
t )
}
.

条件期望为

EQ[ST | Ft] = Ste
r(T−t).

因此

EQ[e−r(T−t)ST | Ft] = St.

解答 36.3. 对 logSt 用 Itô 引理：

d logSt =
(
r − 1

2
σ2

)
dt+ σdWQ

t .

积分得

logST − logSt =
(
r − 1

2
σ2

)
(T − t) + σ(WQ

T −WQ
t ).

指数化即得显式解。
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解答 36.4. 在完备 Black-Scholes市场中，欧式期权可以由股票和货币市场账户复制。复制
成本由无套利决定，不需要投资者偏好或真实漂移。真实漂移 µ 通过测度变换被市场风险

价格吸收，风险中性动态中的漂移变为 r。

解答 36.5. 若 dSt = rStdt+ σStdW
Q
t ，则

dV = Vtdt+ VSdS +
1

2
VSS(dS)

2.

由于 (dS)2 = σ2S2dt，得到

dV =

(
Vt + rSVS +

1

2
σ2S2VSS

)
dt+ σSVSdW

Q
t .

解答 36.6. 复制组合持有 ∆ = VS 股股票，其余 V −∆S 放入货币市场账户。组合变化为

dΠ = VSdS + r(V − VSS)dt = rV dt+ σSVSdW
Q.

复制要求 dV = dΠ。与 Itô 展开比较漂移项，得

Vt +
1

2
σ2S2VSS + rSVS − rV = 0.

解答 36.7. 欧式看涨终端条件是

C(T, S) = (S −K)+.

若 S = 0，则 C(t, 0) = 0。当 S 很大时，看涨近似等于持有股票并在到期支付 K，所以

C(t, S) ≈ S −Ke−r(T−t).

解答 36.8. 风险中性期望公式

V (t, S) = EQ[e−r(T−t)Φ(ST ) | St = S]

说明价格是贴现支付的条件期望。若 V 光滑，对贴现过程 e−r(u−t)V (u, Su) 用 Itô 引理并
令漂移为零，就得到 Black-Scholes PDE。

解答 36.9. 令 τ = T − t，则

d1 =
log(S/K) + (r + σ2/2)τ

σ
√
τ

, d2 = d1 − σ
√
τ .

因此 d1 − d2 = σ
√
τ。
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解答 36.10. 欧式看涨期权价格为

C(t, S) = SN(d1)−Ke−rτN(d2).

其中 N 是标准正态分布函数，τ = T − t。

解答 36.11. 欧式看跌期权价格为

P (t, S) = Ke−rτN(−d2)− SN(−d1).

它也可由 put-call parity 从看涨公式推出。

解答 36.12. 到期时
(ST −K)+ − (K − ST )

+ = ST −K.

左边是买看涨、卖看跌，右边是持有一股股票并承诺支付 K。支付相同，无套利要求价格

相同：

C − P = S −Ke−rτ .

解答 36.13.
d1 =

log(100/100) + (0.05 + 0.22/2) · 1
0.2

=
0.07

0.2
= 0.35.

因此

d2 = d1 − 0.2 = 0.15.

解答 36.14. 在风险中性测度下，
ST > K

等价于标准正态变量超过某个阈值。计算可得

Q(ST > K | St = S) = N(d2).

所以 N(d2) 是风险中性实值概率，不是真实测度下的实值概率。

解答 36.15. 现金型数字期权价格为

e−rτQ(ST > K | St = S) = e−rτN(d2).

它支付的不是股票，而是到期实值时的一单位现金。

解答 36.16. 对价格函数 V (t, S; σ, r)，

∆ = VS, Γ = VSS, Θ = Vt, V = Vσ, ρ = Vr.

它们分别衡量对标的价格、标的价格曲率、时间、波动率和利率的敏感度。
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解答 36.17. 从
C = SN(d1)−Ke−rτN(d2)

关于 S 求导。利用

Sφ(d1) = Ke−rτφ(d2)

和
∂d1
∂S

=
∂d2
∂S

=
1

Sσ
√
τ
,

两项中来自 di 的部分抵消，留下

CS = N(d1).

解答 36.18. 由上一题 ∆C = N(d1)。再次对 S 求导：

ΓC = φ(d1)
∂d1
∂S

.

而
∂d1
∂S

=
1

Sσ
√
τ
,

所以

ΓC =
φ(d1)

Sσ
√
τ
.

解答 36.19. Delta对冲只匹配一阶价格变化。若标的价格在两次再平衡之间发生较大变化，
Delta 本身会改变，这个变化由 Gamma 衡量。Gamma 越大，固定 Delta 头寸越快过时，
离散对冲误差通常越重要。

解答 36.20. 复制组合持有
∆t = VS(t, St)

股股票。货币市场账户中的金额为

V (t, St)−∆tSt.

若该金额为负，表示借入资金；若为正，表示存入资金。

解答 36.21. Vega 是
V = Vσ.

它衡量波动率变化对期权价格的影响。平值且期限较长的期权往往 Vega 较大，因为波动
率会显著改变到期实值概率和尾部支付。

解答 36.22. 常数短利率下，零息债券在 T 支付 1，因此价格为

P (t, T ) = e−r(T−t).
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解答 36.23. 确定性短利率下，无风险账户从 t 到 T 的增长因子为

exp
(∫ T

t

rudu

)
.

今天支付 P (t, T ) 到期应变成 1，所以

P (t, T ) exp
(∫ T

t

rudu

)
= 1.

因此

P (t, T ) = exp
(
−
∫ T

t

rudu

)
.

解答 36.24. 若现金流 CFi 在 Ti 支付，价格为

P =
∑
i

e−y(Ti−t)CFi.

Macaulay 久期为

D =

∑
i(Ti − t)e−y(Ti−t)CFi

P
.

它是按现值权重计算的平均收款时间。

解答 36.25. 一阶近似为
∆P

P
≈ −D∆y.

收益率上升时 ∆y > 0，价格下降；久期越大，同样收益率变化带来的价格变动越大。

解答 36.26. 随机短利率下，

P (t, T ) = EQ
[
exp

(
−
∫ T

t

rudu

)
| Ft

]
.

这是风险中性贴现期望，只是贴现因子本身也随机。

解答 36.27. 设 P = P (t, r;T )，短利率动态为

drt = α(t, rt)dt+ β(t, rt)dW
Q
t .

令

Mu = e−
∫ u
t rsdsP (u, ru;T ).

风险中性定价要求 Mu 为鞅。Itô 引理给出漂移项

Pt + αPr +
1

2
β2Prr − rP.

令其为零，得到 PDE。
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解答 36.28. Vasicek 模型中债券价格常写为

P (t, r;T ) = A(t, T )e−B(t,T )r.

这称为仿射形式，因为对数债券价格

logP = logA− Br

是当前短利率 r 的仿射函数。

解答 36.29. 把 P = Ae−Br 代入 PDE。关于 r 的系数给出

Bt = aB − 1, B(T, T ) = 0.

解这个反向 ODE 得
B(t, T ) =

1− e−a(T−t)

a
.

解答 36.30. 债券价格包含
EQ
[
e−

∫ T
t rudu | Ft

]
.

指数函数是非线性的，所以一般

E[e−X ] 6= e−E[X].

因此不能只用期望短利率路径贴现；利率不确定性本身会影响价格。

解答 36.31. 远期合约到期支付 ST − F，签订时价值为零：

0 = e−rτEQ[ST − F | Ft].

由于

EQ[ST | Ft] = Ste
rτ ,

得到

F (t, T ) = Ste
rτ .

解答 36.32. 看涨价差
C(K)− C(K + ε)

ε

在到期时支付
(ST −K)+ − (ST −K − ε)+

ε
.

当 ST > K + ε 时支付约为 1；当 ST < K 时为 0；中间区域线性过渡。令 ε 很小，就近似

数字期权。
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解答 36.33. 普通欧式期权主要由终端支付决定。障碍期权还依赖路径是否触及障碍，因此
PDE 需要额外边界条件，例如上敲出期权满足 V (t,H) = 0。定价思想仍是风险中性贴现，

只是状态区域和边界改变。

解答 36.34. 美式期权允许在到期前任意时刻行权，因此持有人要在“继续持有”和“立即
行权”之间选择。这个选择是最优停止问题。PDE 形式变成变分不等式，并出现未知的最
优行权边界。

解答 36.35. 隐含波动率 σimp 定义为使

CBS(σimp) = Cmkt

成立的波动率。若 Black-Scholes 常数波动率模型完全正确，同一标的同一到期附近的期权
应给出相近波动率。现实中不同执行价和期限的隐含波动率不同，说明常数波动率和完美

连续复制只是基准近似。

36.11 Computation Lab

本章计算实验的目标是把连续时间定价公式变成可检查的数值对象。

1. Black-Scholes 价格。输入 S,K, r, σ, T − t，计算

d1, d2, C = SN(d1)−Ke−rτN(d2),

并用 put-call parity 得到 P。

2. 希腊值。计算
∆C = N(d1), ΓC =

φ(d1)

Sσ
√
τ
,

再用有限差分检查解析 Delta 和 Gamma。

3. Monte Carlo 定价。在风险中性动态

ST = S0 exp
{
(r − σ2/2)T + σ

√
TZ
}

下模拟 ST，估计

e−rT
1

N

N∑
i=1

(S
(i)
T −K)+.

比较它与闭式 Black-Scholes 价格的误差。
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4. 离散 Delta 对冲。用日度或周度时间网格模拟股票路径，按 Black-Scholes Delta 再
平衡复制组合，记录终端复制误差，并观察误差如何随再平衡频率变化。

5. 债券价格、久期和凸性。给定现金流表，计算价格、久期和凸性，并用收益率扰动检
验

∆P

P
≈ −D∆y +

1

2
C(∆y)2.

6. Vasicek 零息债券。给定 a, b, σr, rt, T − t，先计算

B(t, T ) =
1− e−a(T−t)

a
,

再用 PDE 中得到的 A(t, T ) 方程或标准仿射公式计算 P (t, T )，并画出不同期限的收

益率曲线。



第三十七章 Merton 消费-投资问题与动
态资产定价

37.1 从定价到选择

Ch35 把无套利定价落实为 Black-Scholes 公式、希腊值和债券定价。本章换一个角度：
价格过程给定以后，一个长期投资者怎样在消费和投资之间选择？这个问题的答案不仅给

出最优组合，还会反过来生成资产定价核。于是 Merton 问题成为连续时间金融中连接最
优控制和动态资产定价的桥。

考虑一只无风险资产和一只风险资产：

dBt = rBtdt,
dSt
St

= µdt+ σdWt,

其中 µ > r、σ > 0。投资者以速率 ct ≥ 0 消费，并把金额 πt 投入风险资产，其余 Xt − πt

放入无风险资产。

定理 37.1 (含消费的财富方程). 若 Xt 为金融财富，πt 为投入风险资产的金额，ct 为消费

率，则自融资预算约束给出

dXt = [rXt + πt(µ− r)− ct] dt+ πtσdWt.

若 Xt > 0，令风险资产财富份额 ωt = πt/Xt、消费财富比 mt = ct/Xt，则

dXt

Xt

= [r + ωt(µ− r)−mt] dt+ ωtσdWt.

证明. 风险资产头寸 πt 的收益为

πt
dSt
St

= πtµdt+ πtσdWt.

无风险头寸 Xt − πt 的收益为

r(Xt − πt)dt.

535
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再扣除消费流 ctdt，相加得到

dXt = πtµdt+ πtσdWt + r(Xt − πt)dt− ctdt.

整理即得第一式。第二式除以 Xt 得到。

例 37.1 (财富方程读法). 若 r = 3%、µ = 9%、σ = 20%，投资者把财富一半投到股票，且
消费财富比为 4%，则财富漂移为

r + ω(µ− r)−m = 0.03 + 0.5(0.06)− 0.04 = 0.02.

财富扩散项为 0.5× 0.2 = 0.1，表示财富年化波动率为 10%。

例 37.2 (美元头寸和比例头寸). 若财富 Xt = 200，风险资产金额 πt = 80，则风险资产份

额为

ωt =
80

200
= 0.4.

若消费率 ct = 10，则消费财富比为

mt =
10

200
= 0.05.

Merton 显式解常用 ω 和 m，因为 CRRA 偏好下它们通常不依赖财富水平。

37.2 Merton 问题与 HJB
有限期 Merton 问题可以写成

sup
(c,π)

E
[∫ T

t

e−ρ(s−t)u(cs) ds+ e−ρ(T−t)g(XT ) | Xt = x

]
,

其中 ρ > 0 是主观贴现率，u 是即时效用，g 是终端财富效用。值函数记为 V (t, x)。

定理 37.2 (Merton HJB 方程). 若值函数足够光滑，则满足

0 = Vt + max
c≥0,π

{
u(c) + Vx[rx+ π(µ− r)− c] +

1

2
Vxxπ

2σ2

}
− ρV,

终端条件为 V (T, x) = g(x)。

证明. 在短时间区间 [t, t+ dt] 上，动态规划原理给出

V (t, x) = max
c,π

{
u(c)dt+ e−ρdtE[V (t+ dt,Xt+dt)]

}
.

对 V (t+ dt,Xt+dt) 用 Itô 展开，并保留 dt 项：

E[dV ] =

[
Vt + Vx(rx+ π(µ− r)− c) +

1

2
Vxxπ

2σ2

]
dt.

再用 e−ρdt = 1− ρdt+ o(dt)，移项并除以 dt，得到 HJB。
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例 37.3 (没有投资选择的退化情形). 若强制 π = 0，HJB 变为

0 = Vt + max
c

{u(c) + Vx(rx− c)} − ρV.

这就是只有无风险储蓄和消费的连续时间消费-储蓄问题。投资选择只是在 HJB 中多了
π(µ− r) 和 π2σ2 两项。

命题 37.1 (Merton 一阶条件). 若内部最优解存在，且 Vx > 0, Vxx < 0，则

u′(c∗t ) = Vx(t,Xt),

并且

π∗
t = −µ− r

σ2

Vx(t,Xt)

Vxx(t,Xt)
.

证明. HJB 中关于 c 的部分为

u(c)− Vxc.

一阶条件为 u′(c) = Vx。关于 π 的部分为

Vxπ(µ− r) +
1

2
Vxxπ

2σ2.

一阶条件为

Vx(µ− r) + Vxxπσ
2 = 0.

解得最优 π。由于 Vxx < 0，该二次项为凹函数。

例 37.4 (风险容忍度). 定义局部风险容忍度

T (t, x) = − Vx(t, x)

Vxx(t, x)
.

则

π∗ =
µ− r

σ2
T (t, x).

风险溢价越高，投资越多；波动率越高，投资越少；风险容忍度越高，投资越多。

例 37.5 (Sharpe ratio 写法). 令 λ = (µ− r)/σ。则

π∗ =
λ

σ
T (t, x).

这说明投资需求可以拆成“每单位风险的补偿”λ 和“把财富暴露给风险的尺度”T /σ。
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37.3 CRRA 偏好与显式策略

令

u(c) =
c1−γ

1− γ
, γ > 0, γ 6= 1.

γ 是相对风险厌恶系数。CRRA 偏好的关键特征是齐次性：财富扩大一倍，最优消费和风
险资产金额也扩大一倍。

定理 37.3 (CRRA 风险资产份额). 在 CRRA Merton 问题中，若值函数具有齐次形式

V (t, x) =
A(t)x1−γ

1− γ
,

则最优风险资产份额为

ω∗ =
π∗

x
=
µ− r

γσ2
=

λ

γσ
.

证明. 由齐次形式，
Vx = A(t)x−γ, Vxx = −γA(t)x−γ−1.

代入一阶条件

π∗ = −µ− r

σ2

Vx
Vxx

,

得到

π∗ =
µ− r

γσ2
x.

除以 x 即得份额公式。

例 37.6 (风险厌恶的作用). 若 µ− r = 6%、σ = 20%，则

ω∗ =
0.06

γ(0.2)2
=

1.5

γ
.

当 γ = 3 时，风险资产份额为 50%；当 γ = 6 时，份额为 25%。风险厌恶翻倍，风险资产
份额减半。

例 37.7 (波动率的平方效应). 若波动率从 20% 上升到 40%，在风险溢价和风险厌恶不变
时，

ω∗ ∝ 1

σ2

会下降为原来的四分之一。Merton 投资份额对波动率非常敏感。
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命题 37.2 (CRRA 消费规则). 若

V (t, x) =
A(t)x1−γ

1− γ
,

则最优消费为

c∗t = A(t)−1/γXt.

因此消费财富比为

m(t) =
c∗t
Xt

= A(t)−1/γ.

证明. 消费一阶条件为
u′(c) = Vx.

CRRA 效用满足 u′(c) = c−γ，而

Vx = A(t)x−γ.

因此

c−γ = A(t)x−γ.

两边取 −1/γ 次幂，得到

c = A(t)−1/γx.

例 37.8 (消费财富比). 若某时刻 A(t) = 16，且 γ = 2，则

m(t) = A(t)−1/γ = 16−1/2 = 0.25.

财富为 100 时，最优消费率为 25。这里的“率”是连续时间流量，不是一次性消费 25。

定理 37.4 (有限期 CRRA 系数方程). 若终端效用为

g(x) = κ
x1−γ

1− γ
,

并猜测

V (t, x) =
A(t)x1−γ

1− γ
,

则 A(T ) = κ，且

A′(t) = ρA(t)− (1− γ)A(t)

[
r +

(µ− r)2

2γσ2

]
− γA(t)(γ−1)/γ.
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证明. 把齐次猜测代入 HJB。最优风险资产份额给出的投资项为

Ax1−γ
(µ− r)2

2γσ2
.

最优消费 c = A−1/γx 给出的消费项满足

c1−γ

1− γ
− Ax−γc =

γ

1− γ
A(γ−1)/γx1−γ.

再把 Vt = A′x1−γ/(1−γ)、无风险项 Arx1−γ 和贴现项 −ρAx1−γ/(1−γ)合并。除以 x1−γ/(1−
γ)，得到所述 ODE。

例 37.9 (没有终端财富动机). 若 g ≡ 0，形式上对应 A(T ) = 0。接近终点时，投资者没有

留下财富的效用，只关心到期前消费，消费财富比会在终点附近上升。有限期问题因此通

常需要解 A(t) 的反向 ODE。

37.4 无限期 Merton 问题
无限期问题没有终端日：

sup
c,π

E
[∫ ∞

0

e−ρtu(ct)dt

]
.

在平稳环境中，最优消费财富比和风险资产份额为常数。

定理 37.5 (无限期 CRRA 消费财富比). 对 CRRA 效用，若平稳解存在，则

ω∗ =
µ− r

γσ2
,

且消费财富比

m∗ =
ρ− (1− γ)

[
r + (µ−r)2

2γσ2

]
γ

.

平稳解要求 m∗ > 0。

证明. 无限期时令 A(t) = A 为常数，因此有限期系数方程中 A′ = 0。又 m = A−1/γ，并且

A(γ−1)/γ

A
= A−1/γ = m.

把 A′ = 0 的方程除以 A，得到

0 = ρ− (1− γ)

[
r +

(µ− r)2

2γσ2

]
− γm.

解出 m 即得公式。风险资产份额仍由 CRRA 一阶条件给出。
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例 37.10 (数值计算). 设 ρ = 4%、r = 2%、µ− r = 6%、σ = 20%、γ = 3。则

(µ− r)2

2γσ2
=

0.062

2 · 3 · 0.22
= 0.015.

因此

m∗ =
0.04− (−2)(0.02 + 0.015)

3
=

0.11

3
≈ 0.0367.

最优消费约为财富的 3.67% 每年。

例 37.11 (高风险厌恶与消费). 当 γ > 1时，未来投资机会的有效价值会影响当前消费。风

险资产提供的投资机会项
(µ− r)2

2γσ2

随 γ 上升而下降，说明高风险厌恶者从风险投资机会中获得的等价价值较小。

定理 37.6 (对数效用特例). 若
u(c) = log c,

无限期 Merton 问题的最优策略为

c∗t = ρXt, ω∗ =
µ− r

σ2
.

证明. 猜测
V (x) = a+ b logx.

则

Vx =
b

x
, Vxx = − b

x2
.

消费一阶条件 1/c = Vx 给出 c = x/b。HJB 中 logx 的系数要求 ρb = 1，所以 b = 1/ρ，从

而 c = ρx。投资一阶条件给出

π∗ =
µ− r

σ2
x,

即 ω∗ = (µ− r)/σ2。

例 37.12 (对数效用的近视性). 对数效用下消费财富比只等于 ρ，不依赖 r, µ, σ。投资机会

会影响价值函数常数项，但不会改变消费比例。这是对数效用的特殊性质，不能直接推广

到所有 CRRA 偏好。

例 37.13 (杠杆情形). 若 µ− r = 8%、σ = 20%，对数效用下

ω∗ =
0.08

0.04
= 2.

这表示把财富的 200% 投入风险资产，并借入 100% 财富投资。模型允许无摩擦借贷；现
实中保证金、破产约束和交易限制会改变结果。
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37.5 边际效用与随机贴现因子

Merton 问题不仅给出投资策略，还给出动态资产定价核。在代表性投资者均衡中，资
产价格必须让最优消费计划满足 Euler 条件。若即时效用为 u(c)，则边际效用贴现过程

Mt = e−ρt
u′(ct)

u′(c0)

是自然的随机贴现因子。

定理 37.7 (边际效用随机贴现因子). 若代表性投资者可在资产市场中最优选择消费，且资
产支付按内点 Euler 条件定价，则任意资产价格 Pt 和股利流 Dt 满足

Pt = Et
[∫ T

t

Ms

Mt

Ds ds+
MT

Mt

PT

]
,

其中

Mt = e−ρt
u′(ct)

u′(c0)
.

证明. 把 t 时刻的一小单位消费转移到未来状态和时间 s，最优性要求边际效用损失等于

未来边际效用收益的价格加权现值。连续时间下把这些一阶条件沿时间积分，得到用边际

效用比率贴现未来股利和终端价格的表达式。该公式是离散时间 Euler 方程

Pt = Et[Mt+1(Pt+1 +Dt+1)]

的连续时间对应形式。

例 37.14 (CRRA 定价核). 若

u(c) =
c1−γ

1− γ
,

则

Mt = e−ρt
(
ct
c0

)−γ

.

消费高的状态边际效用低，因此 Mt 低；消费低的状态边际效用高，因此 Mt 高。资产若在

低消费状态支付较多，就更有保险价值。

例 37.15 (消费增长和贴现因子). 若消费从 c0 增长到 ct = 1.1c0，且 γ = 4，忽略时间贴现

时边际效用比率为

(1.1)−4.

风险厌恶越高，消费增长状态的边际效用下降越快。
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37.6 连续时间风险溢价

设某资产价格满足
dSt
St

= µSdt+ σSdWt.

若随机贴现因子动态为
dMt

Mt

= −rtdt− ηtdWt,

则无套利要求 MtSt 的含股利总收益贴现后为鞅。在无股利的单因子情形下得到风险溢价

公式。

定理 37.8 (连续时间风险溢价公式). 若
dSt
St

= µSdt+ σSdWt,
dMt

Mt

= −rtdt− ηtdWt,

且资产不支付股利，则

µS − rt = σSηt.

证明. 由 Itô 乘积公式，
d(MtSt)

MtSt
=
dMt

Mt

+
dSt
St

+
dMt

Mt

dSt
St
.

漂移项为

−rt + µS − ηtσS.

定价核要求 MtSt 为鞅，因此漂移为零：

−rt + µS − ηtσS = 0.

整理得到公式。

例 37.16 (价格风险的单位补偿). 若 η = 0.4、资产波动率 σS = 0.25，则风险溢价为

µS − r = 0.25× 0.4 = 0.10.

资产越暴露于定价核风险，要求的超额收益越高。

命题 37.3 (CRRA 消费风险溢价). 若消费增长满足
dct
ct

= µcdt+ σcdWt,

且 u(c) = c1−γ/(1− γ)，则随机贴现因子的扩散项为

dMt

Mt

= · · · − γσcdWt.

因此单因子资产的风险溢价满足

µS − r = γσSσc.
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证明. CRRA 定价核为
Mt = e−ρtc−γt /c−γ0 .

对 logMt = −ρt− γ log ct + constant 使用 Itô 形式可见，dWt 项为

−γσcdWt.

因此 η = γσc。代入连续时间风险溢价公式

µS − r = σSη

得到结论。

例 37.17 (消费 CAPM的直觉). 若某资产在消费低迷时上涨，即它与消费增长的协方差为
负，则它提供保险，风险溢价可以较低甚至为负。若资产在消费高涨时上涨、低迷时下跌，

则它加剧消费风险，需要正风险溢价补偿。

例 37.18 (股权溢价难题的入口). 公式

µS − r = γσSσc

说明若消费增长波动 σc 很小，要解释很高的股权溢价就需要很大的 γ。这就是消费型资产

定价中经典张力的入口：平滑消费与高风险溢价并不容易同时匹配。

37.7 本章小结

Merton 问题把连续时间金融中的三条线合在一起：财富 SDE 描述预算约束，HJB 描
述最优消费和投资，边际效用过程生成随机贴现因子。CRRA偏好给出清楚的显式结构：风
险资产份额由风险溢价、波动率和风险厌恶决定；消费财富比由耐心、投资机会和风险厌

恶共同决定；定价核的波动决定风险溢价。下一章将在这个基础上进入连续时间异质主体

模型，让不同个体的财富和状态分布成为新的核心对象。

37.8 Exercises

习题 37.1. 写出含消费和风险资产投资的财富 SDE。

习题 37.2. 把财富 SDE 改写为风险资产份额 ωt 和消费财富比 mt 的形式。

习题 37.3. 解释 πt 和 ωt 的区别。
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习题 37.4. 写出有限期 Merton 问题的目标函数。

习题 37.5. 推导 Merton HJB 方程。

习题 37.6. 从 HJB 推导消费一阶条件。

习题 37.7. 从 HJB 推导风险资产金额的一阶条件。

习题 37.8. 定义值函数诱导的风险容忍度，并用它写出最优风险资产金额。

习题 37.9. 对 CRRA 效用 u(c) = c1−γ/(1− γ)，计算 u′(c)。

习题 37.10. 若 V (t, x) = A(t)x1−γ/(1− γ)，计算 Vx, Vxx。

习题 37.11. 推导 CRRA Merton 问题中的最优风险资产份额。

习题 37.12. 说明为什么 CRRA 下最优风险资产份额不依赖财富水平。

习题 37.13. 给定 µ− r = 0.06, σ = 0.2, γ = 3，计算最优风险资产份额。

习题 37.14. 推导 CRRA 下的最优消费规则 c = A−1/γx。

习题 37.15. 若 A = 81, γ = 4, x = 100，计算最优消费率。

习题 37.16. 推导有限期 CRRA 系数 A(t) 的 ODE。

习题 37.17. 解释终端效用系数 κ 如何给出 A(T )。

习题 37.18. 写出无限期 CRRA Merton 问题中的消费财富比公式。

习题 37.19. 说明无限期平稳解为什么要求 m∗ > 0。

习题 37.20. 给定 ρ = 0.04, r = 0.02, µ− r = 0.06, σ = 0.2, γ = 3，计算 m∗。

习题 37.21. 推导对数效用下的最优消费规则。

习题 37.22. 推导对数效用下的最优风险资产份额。

习题 37.23. 解释对数效用下消费财富比为什么等于 ρ。

习题 37.24. 定义由边际效用生成的随机贴现因子 Mt。

习题 37.25. 对 CRRA 偏好，写出 Mt 与消费 ct 的关系。

习题 37.26. 解释为什么低消费状态中的支付更有价值。
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习题 37.27. 若 dct/ct = µcdt+ σcdWt，推导 CRRA 定价核的扩散项。

习题 37.28. 写出连续时间 SDF 动态 dMt/Mt = −rtdt− ηtdWt 下的风险溢价公式。

习题 37.29. 证明 µS − rt = σSηt。

习题 37.30. 推导 CRRA 消费风险溢价公式 µS − r = γσSσc。

习题 37.31. 说明 Merton 投资份额和 Black-Scholes 中市场风险价格 λ 的关系。

习题 37.32. 解释为什么高波动率会降低最优风险资产份额。

习题 37.33. 说明借贷约束会如何改变 Merton 解。

习题 37.34. 说明 Merton 模型如何为代表性主体资产定价提供接口。

习题 37.35. 列出本章与 Ch37 异质主体模型之间的三个连接点。

37.9 Solutions
本章题解的主线是：财富方程给出约束，HJB给出最优性条件，CRRA齐次性把 PDE

化为 ODE 和常数策略，边际效用过程则把最优消费问题连接到资产定价核。

解答 37.1. 财富 SDE 为

dXt = [rXt + πt(µ− r)− ct]dt+ πtσdWt.

其中 πt 是投入风险资产的金额，ct 是消费流量。

解答 37.2. 当 Xt > 0 时，令

ωt =
πt
Xt

, mt =
ct
Xt

.

把财富方程除以 Xt，得到

dXt

Xt

= [r + ωt(µ− r)−mt]dt+ ωtσdWt.

解答 37.3. πt 是金额，单位与财富相同；ωt 是比例，等于 πt/Xt。财富变化时，固定 πt 和

固定 ωt 是不同策略。CRRA 解通常给出固定比例 ω∗。

解答 37.4. 有限期目标函数为

sup
c,π

E
[∫ T

t

e−ρ(s−t)u(cs)ds+ e−ρ(T−t)g(XT ) | Xt = x

]
.

第一项是消费效用，第二项是终端财富效用。
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解答 37.5. 动态规划给出

V (t, x) = max
c,π

{u(c)dt+ e−ρdtE[V (t+ dt,Xt+dt)]}.

对 V 用 Itô 展开并保留 dt 项，移项后得到

0 = Vt + max
c,π

{
u(c) + Vx[rx+ π(µ− r)− c] +

1

2
Vxxπ

2σ2

}
− ρV.

解答 37.6. HJB 中关于 c 的项为

u(c)− Vxc.

内点最优满足

u′(c∗)− Vx = 0,

即

u′(c∗) = Vx.

解答 37.7. HJB 中关于 π 的项为

Vxπ(µ− r) +
1

2
Vxxπ

2σ2.

一阶条件为

Vx(µ− r) + Vxxπ
∗σ2 = 0.

因此

π∗ = −µ− r

σ2

Vx
Vxx

.

解答 37.8. 风险容忍度定义为

T (t, x) = − Vx(t, x)

Vxx(t, x)
.

于是

π∗ =
µ− r

σ2
T (t, x).

它把投资需求分成风险补偿和愿意承担风险的财富尺度。

解答 37.9. 对
u(c) =

c1−γ

1− γ

求导，得

u′(c) = c−γ.
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解答 37.10. 若
V (t, x) =

A(t)x1−γ

1− γ
,

则

Vx = A(t)x−γ, Vxx = −γA(t)x−γ−1.

解答 37.11. 把上一题代入
π∗ = −µ− r

σ2

Vx
Vxx

,

得到

π∗ =
µ− r

γσ2
x.

所以

ω∗ =
π∗

x
=
µ− r

γσ2
.

解答 37.12. CRRA 值函数是财富的齐次函数，因此风险容忍度

− Vx
Vxx

=
x

γ

与财富成正比。最优风险资产金额与财富成正比，所以比例 ω∗ 不依赖财富水平。

解答 37.13.
ω∗ =

0.06

3 · 0.22
=

0.06

0.12
= 0.5.

最优风险资产份额为 50%。

解答 37.14. 消费一阶条件为
c−γ = Vx = Ax−γ.

因此

c = A−1/γx.

这说明消费财富比为 A−1/γ。

解答 37.15.
m = A−1/γ = 81−1/4 = 3−1 =

1

3
.

若 x = 100，则

c = mx =
100

3
.



37.9 SOLUTIONS 549

解答 37.16. 把 CRRA 猜测代入 HJB，并使用最优消费和投资。投资项给出

Ax1−γ
(µ− r)2

2γσ2
.

消费项合并为
γ

1− γ
A(γ−1)/γx1−γ.

再合并 Vt、无风险项和贴现项，得到

A′ = ρA− (1− γ)A

[
r +

(µ− r)2

2γσ2

]
− γA(γ−1)/γ.

解答 37.17. 若终端效用为
g(x) = κ

x1−γ

1− γ
,

而值函数猜测为

V (T, x) = A(T )
x1−γ

1− γ
,

比较两式得

A(T ) = κ.

解答 37.18. 无限期平稳解中

m∗ =
ρ− (1− γ)

[
r + (µ−r)2

2γσ2

]
γ

.

风险资产份额仍为

ω∗ =
µ− r

γσ2
.

解答 37.19. 若 m∗ ≤ 0，最优消费率非正，这与 ct ≥ 0 且通常要求内点消费相冲突。平稳

CRRA 解需要正消费财富比，才能让财富和效用问题有经济意义。

解答 37.20. 先计算
(µ− r)2

2γσ2
=

0.062

2 · 3 · 0.22
= 0.015.

因此

m∗ =
0.04− (1− 3)(0.02 + 0.015)

3
=

0.04 + 0.07

3
≈ 0.0367.

解答 37.21. 对数效用下猜测
V (x) = a+ b logx.

消费一阶条件为
1

c
= Vx =

b

x
,

所以 c = x/b。HJB 中 logx 的系数要求 b = 1/ρ，因此

c∗ = ρx.
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解答 37.22. 对数效用下
Vx =

b

x
, Vxx = − b

x2
.

代入投资一阶条件：

π∗ = −µ− r

σ2

Vx
Vxx

=
µ− r

σ2
x.

所以

ω∗ =
µ− r

σ2
.

解答 37.23. 对数效用的值函数中 logx 的系数由贴现率固定为 1/ρ。消费一阶条件给出

c = x/b，因此 c = ρx。投资机会只影响常数项，不影响消费比例。

解答 37.24. 由边际效用生成的随机贴现因子为

Mt = e−ρt
u′(ct)

u′(c0)
.

它用未来边际效用相对于当前边际效用的比率给未来支付定价。

解答 37.25. CRRA 下 u′(c) = c−γ，所以

Mt = e−ρt
(
ct
c0

)−γ

.

解答 37.26. 低消费状态中，边际效用 u′(c) 高。若某资产在这些状态支付，它能缓解稀缺

消费带来的痛苦，因此保险价值高，当前价格也更高，要求收益率更低。

解答 37.27. CRRA 定价核满足

logMt = −ρt− γ log ct + constant.

若
dct
ct

= µcdt+ σcdWt,

则 log ct 的扩散项为 σcdWt。因此 logMt 的扩散项为

−γσcdWt,

也即 dMt/Mt 的扩散项为 −γσcdWt。

解答 37.28. 若
dMt

Mt

= −rtdt− ηtdWt,

且资产
dSt
St

= µSdt+ σSdWt,

则风险溢价为

µS − rt = σSηt.
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解答 37.29. 由 Itô 乘积公式，

d(MS)

MS
= (−rt + µS − ηtσS)dt+ (σS − ηt)dWt.

无股利资产的 MS 应为鞅，漂移为零，所以

µS − rt = σSηt.

解答 37.30. CRRA 消费定价核扩散项为 −γσcdWt，所以 η = γσc。代入

µS − r = σSη

得到

µS − r = γσSσc.

解答 37.31. 市场风险价格为
λ =

µ− r

σ
.

Merton 份额可写为
ω∗ =

λ

γσ
.

因此投资份额随 Sharpe ratio 上升而上升，随风险厌恶和波动率上升而下降。

解答 37.32. 风险资产带来的补偿是一阶项 ω(µ− r)，风险成本在 HJB中通过二阶项体现，
大小与 ω2σ2 成正比。波动率越高，同样头寸带来的效用风险越大，因此最优份额下降。

解答 37.33. 若存在借贷约束或杠杆上限，例如 ω ≤ 1，无约束 Merton 解若超过上限就不
可行。最优策略会变成

ωconstrained = min{ω∗, 1}

这类截断形式，具体取决于约束集合。

解答 37.34. 代表性主体最优消费的一阶条件给出边际效用定价核

Mt = e−ρtu′(ct)/u
′(c0).

因此 Merton 模型不仅描述个人选择，还说明均衡资产价格必须与代表性主体的边际效用
过程一致。

解答 37.35. 三个连接点是：第一，个体财富 Xt 的 SDE会成为分布演化的状态；第二，消
费和投资政策从 HJB 得到，会变成异质主体模型中的策略函数；第三，资产价格或利率需
要由总资产需求和市场清算共同决定。
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37.10 Computation Lab
本章计算实验的目标是把 Merton 问题中的闭式策略、HJB 降维和定价核关系变成可

运行的数值检查。

1. Merton 风险资产份额。给定 µ, r, σ, γ，计算

ω∗ =
µ− r

γσ2
.

改变 γ 和 σ，画出最优份额的敏感度曲线。

2. 无限期消费财富比。给定 ρ, r, µ, σ, γ，计算

m∗ =
ρ− (1− γ)

[
r + (µ−r)2

2γσ2

]
γ

.

检查参数组合是否满足 m∗ > 0。

3. 最优财富路径模拟。使用
dXt

Xt

= [r + ω∗(µ− r)−m∗]dt+ ω∗σdWt

模拟财富路径，并记录消费 ct = m∗Xt。

4. 有限期系数 ODE。对给定终端条件 A(T ) = κ，反向求解

A′ = ρA− (1− γ)A

[
r +

(µ− r)2

2γσ2

]
− γA(γ−1)/γ.

再计算 m(t) = A(t)−1/γ。

5. 对数效用校验。对 γ = 1 的对数效用情形，比较

ct = ρXt, ω∗ =
µ− r

σ2

与接近 γ = 1 的 CRRA 数值结果。

6. 消费型 SDF 和风险溢价。模拟消费增长
dct
ct

= µcdt+ σcdWt,

构造

Mt = e−ρt(ct/c0)
−γ,

并检验资产风险溢价

µS − r = γσSσc

对 γ、σc 和 σS 的敏感性。
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38.1 为什么需要分布

Ch36 的 Merton 问题只有一个代表性投资者，状态是财富 Xt，最优消费和投资由一

个 HJB 决定。异质性主体模型中，每个个体都有自己的财富、收入或生产率状态。宏观变
量不再只由“一个代表性状态”决定，而是由所有个体状态的分布决定。

若个体状态为 x，时点 t 的密度为 m(t, x)，则聚合资产可以写成

At =

∫
xm(t, x) dx.

价格、工资、利率和总储蓄都可能依赖这个分布。

定义 38.1 (异质性主体状态分布). 若 m(t, x) ≥ 0 且∫
Ω

m(t, x) dx = 1,

则 m(t, ·) 表示时点 t 个体状态 x ∈ Ω 的概率密度。对函数 ϕ，横截面平均为∫
Ω

ϕ(x)m(t, x) dx.

例 38.1 (财富分布和平均财富). 若财富 x ∈ [0, 10]，密度为 m(t, x)，则平均财富为

x̄t =

∫ 10

0

xm(t, x) dx.

如果 x̄t 相同但分布形状不同，借贷约束附近的人数、储蓄反应和总需求仍可能完全不同。

例 38.2 (两类主体不是连续分布). 若经济中只有贫穷和富有两类主体，贫穷占比为 pt，富

有占比为 1 − pt，则分布可以表示为两个点质量。连续密度模型是这种思想的连续状态版

本。

553
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38.2 个体状态过程和生成元

给定价格和政策函数后，个体状态常写成扩散过程

dXt = g(Xt)dt+ σx(Xt)dWt.

其中 g 是状态漂移，σx 是个体风险。若还有离散收入状态 z，则状态可以是 (x, z)，并由

Poisson 转移或有限状态 Markov 链描述 z 的变化。

定义 38.2 (生成元). 对扩散

dXt = g(Xt)dt+ σx(Xt)dWt,

其生成元作用在光滑测试函数 ϕ 上为

Aϕ(x) = g(x)ϕ′(x) +
1

2
σx(x)

2ϕ′′(x).

例 38.3 (确定性储蓄漂移). 若个体资产满足

dat = s(at)dt,

则 σx = 0，生成元为

Aϕ(a) = s(a)ϕ′(a).

这时分布只沿着储蓄漂移方向移动，没有扩散平滑。

例 38.4 (带收入风险的资产漂移). 若

dat = [wzt + rat − c(at, zt)]dt,

则资产漂移为

s(a, z) = wz + ra− c(a, z).

收入状态 z 高时，给定消费政策下储蓄漂移通常更高。

定理 38.1 (生成元与 HJB 的连接). 若个体状态过程在控制 u 下的生成元为 Au，即时收

益为 R(x, u)，贴现率为 ρ，则平稳值函数满足

ρv(x) = max
u

{R(x, u) +Auv(x)}.

证明. 动态规划在小区间 dt 上给出

v(x) = max
u

{
R(x, u)dt+ e−ρdtE[v(Xdt) | X0 = x]

}
.

由生成元定义，

E[v(Xdt) | X0 = x] = v(x) +Auv(x)dt+ o(dt).

再用 e−ρdt = 1− ρdt+ o(dt)，移项除以 dt，得到 HJB。



38.3 KOLMOGOROV FORWARD 方程 555

例 38.5 (消费储蓄 HJB). 若个体选择消费 c，资产漂移为

s(a, z) = wz + ra− c,

且 z 暂时固定，则

ρv(a, z) = max
c

{u(c) + va(a, z)[wz + ra− c]} .

如果 z 会跳转，还要在右边加入状态转换项。

38.3 Kolmogorov forward 方程

HJB 描述个体如何选择；分布方程描述在这些选择下，个体状态密度如何演化。对扩
散过程

dXt = g(Xt)dt+ σx(Xt)dWt,

密度 m(t, x) 满足 Kolmogorov forward 方程，也称 Fokker-Planck 方程：

∂tm(t, x) = −∂x[g(x)m(t, x)] +
1

2
∂xx[σx(x)

2m(t, x)].

定理 38.2 (Kolmogorov forward 方程). 若 Xt 的生成元为

Aϕ = gϕ′ +
1

2
σ2
xϕ

′′,

且密度 m 足够光滑并满足合适边界条件，则

∂tm = −∂x(gm) +
1

2
∂xx(σ

2
xm).

证明. 对任意光滑测试函数 ϕ，有

d

dt

∫
ϕ(x)m(t, x)dx =

∫
Aϕ(x)m(t, x)dx.

右边为 ∫
gϕ′mdx+

1

2

∫
σ2
xϕ

′′mdx.

对第一项分部积分一次，对第二项分部积分两次，并假设边界项为零，得到∫
ϕ

[
−∂x(gm) +

1

2
∂xx(σ

2
xm)

]
dx.

由于对所有测试函数 ϕ 成立，括号内即为 ∂tm。
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例 38.6 (纯漂移的密度方程). 若
dXt = g(Xt)dt,

则

∂tm = −∂x(gm).

这像一条守恒方程：密度被速度 g(x) 推着流动。

例 38.7 (常数扩散的密度方程). 若

dXt = σdWt,

则

∂tm =
1

2
σ2∂xxm.

这就是热方程。个体状态的不确定性会让分布扩散和平滑。

定理 38.3 (概率质量守恒). 若边界通量为零，则 Kolmogorov forward 方程保持总质量：

d

dt

∫
Ω

m(t, x)dx = 0.

证明. 把 KF 方程在 Ω 上积分：

d

dt

∫
Ω

mdx =

∫
Ω

[
−∂x(gm) +

1

2
∂xx(σ

2
xm)

]
dx.

右边等于边界通量之差。若边界没有概率流入或流出，该项为零，所以总质量保持不变。

例 38.8 (反射边界). 若资产下界为 a，借贷约束阻止个体越过该边界。数学上常用零通量

条件表达：

s(a, z)m(t, a, z)− 1

2
∂a[σ

2
am](t, a, z) = 0.

它表示概率质量不会从状态空间左端流失。

38.4 离散收入状态

宏观异质性主体模型常有连续资产 a和离散收入状态 z ∈ {z1, . . . , zN}。若收入状态按
强度矩阵 Λ = (λij) 转移，则每个收入状态有一个密度 mi(t, a)。

命题 38.1 (带离散状态的 KF 方程). 若资产漂移为 si(a)，收入状态从 i 到 j 的转移强度

为 λij，则

∂tmi(t, a) = −∂a[si(a)mi(t, a)] +
∑
j ̸=i

λjimj(t, a)−
∑
j ̸=i

λijmi(t, a).
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证明. 第一项来自资产漂移导致的密度流动。第二项是从其他状态 j 跳入状态 i 的概率流

入。第三项是从状态 i 跳到其他状态的概率流出。把这些概率流相加，就得到密度在 i 状

态下的变化率。

例 38.9 (就业和失业两状态). 设就业 e以强度 λeu 变成失业 u，失业以强度 λue 找到工作。

则

∂tme = −∂a(seme)− λeume + λuemu,

∂tmu = −∂a(sumu) + λeume − λuemu.

就业密度减少的转移项，正好是失业密度增加的转移项。

定理 38.4 (两状态 Markov平稳分布). 若只有状态 e, u，转移强度为 λeu 和 λue，则离散状

态的平稳概率为

pe =
λue

λeu + λue
, pu =

λeu
λeu + λue

.

证明. 平稳时流入就业等于流出就业：

λuepu = λeupe.

又

pe + pu = 1.

由第一式得 pu = (λeu/λue)pe。代入总和为一，解得公式。

例 38.10 (失业率). 若失业率退出强度 λue = 0.5，就业丧失强度 λeu = 0.05，则平稳失业

概率为

pu =
0.05

0.55
≈ 0.091.

高找工作强度会降低长期失业占比。

38.5 平稳 HJB-KF 系统

在平稳均衡中，价格不随时间变化，个体策略不随时间变化，分布也不随时间变化。系

统由两部分组成：

ρv = max
c

{u(c) +Acv},

0 = (Ac)†m.

第一式是 HJB，第二式是 KF 的平稳版本，其中 † 表示生成元的伴随算子。
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定理 38.5 (平稳分布条件). 若密度 m(x) 在给定策略下平稳，则

0 = −∂x[g(x)m(x)] +
1

2
∂xx[σx(x)

2m(x)].

反过来，若 m ≥ 0、积分为一、满足该方程和边界条件，则它是该状态过程的平稳密度。

证明. 平稳表示 ∂tm = 0。把这一条件代入 KF 方程，得到所述方程。反过来，若初始密度
为满足该方程的 m，则 KF 右边为零，密度不随时间变化，因此为平稳密度。

例 38.11 (零漂移平稳条件). 若没有扩散且 g(x)m(x)的通量为常数，零通量边界要求该常

数为零。因此若 m(x) > 0，就需要 g(x) = 0。纯确定性漂移模型通常不会自然生成平滑平

稳分布，除非有状态转移、扩散或边界机制。

例 38.12 (HJB-KF 的前后关系). HJB 给出策略 c(a, z)，策略决定资产漂移

s(a, z) = wz + ra− c(a, z).

KF 再用这个漂移推动密度 m(a, z)。所以求解时常见顺序是：猜价格，解 HJB，得到策略，
解 KF，计算聚合量，再检查价格是否清算。

38.6 聚合与市场清算

给定分布 m(a, z)，聚合资产为

A =
∑
z

∫
am(a, z) da,

聚合劳动效率为

L =
∑
z

∫
z m(a, z) da.

若生产函数为 F (K,L)，竞争性要素价格满足

r + δ = FK(K,L), w = FL(K,L).

资产市场清算要求家庭持有的资产等于企业资本：

A = K.

定理 38.6 (由 KF 推出聚合矩动态). 若资产密度满足

∂tm = −∂a(sm)
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且边界通量项为零，则聚合资产

At =

∫
am(t, a)da

满足

Ȧt =

∫
s(a)m(t, a)da.

证明. 对 At 求导：

Ȧt =

∫
a ∂tm(t, a)da = −

∫
a ∂a(sm)da.

分部积分得

−[a s(a)m(t, a)]∂Ω +

∫
s(a)m(t, a)da.

零通量边界使边界项为零，因此得到公式。

例 38.13 (总储蓄等于总资产变化). 若 s(a, z) = wz + ra− c(a, z)，则

Ȧt =
∑
z

∫
[wz + ra− c(a, z)]m(t, a, z)da.

这就是横截面个体储蓄的总和。

命题 38.2 (市场清算固定点). 给定利率 r，家庭问题和 KF 方程决定资产供给 As(r)。企

业需求决定资本需求 Kd(r)。平稳均衡利率满足

As(r) = Kd(r).

证明. 在给定 r 下，工资由企业一阶条件或外生条件给出。家庭 HJB-KF 系统给出平稳分
布，进而给出聚合资产供给 As(r)。企业最优性给出资本需求 Kd(r)。市场清算要求家庭持

有的资产正好等于企业使用的资本，因此均衡是方程 As(r) = Kd(r) 的根。

例 38.14 (利率搜索). 若某个试探利率下 As(r) > Kd(r)，家庭想持有的资产多于企业需要

的资本，利率通常需要下降以降低储蓄吸引力并提高资本需求。数值算法常在利率上做二

分搜索。

38.7 借贷约束和边界

异质主体模型的关键经济机制常来自约束。最简单的是资产下界

at ≥ a.

在下界处，策略必须保证状态不会流出可行区域。
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定义 38.3 (借贷约束边界条件). 若资产状态满足 a ≥ a，则在 a = a 处可行消费必须满足

s(a, z) = wz + ra− c(a, z) ≥ 0

或由反射机制保证概率不流出状态空间。

例 38.15 (约束处的消费上限). 若 a = 0，且失业收入 wz = 1，利率项为零，则约束处消

费不能超过 1：
c(0, z) ≤ 1.

否则资产漂移为负，个体会试图进入不可行的负资产区域。

例 38.16 (边际效用和约束). 在无约束内部，Euler条件通常让当前边际效用和未来边际价
值平衡。约束绑定时，个体想借更多但不能借，消费会低于无约束水平，边际效用较高。这

就是借贷约束放大异质性的基本渠道。

38.8 有限差分入口

连续状态模型最终常要离散化。设资产网格

a1 < a2 < · · · < aI .

HJB 中的一阶导数要根据漂移方向使用迎风差分：若 si > 0，用后向差分；若 si < 0，用

前向差分。这保证概率流动方向和数值信息方向一致。

定义 38.4 (迎风差分). 对网格函数 vi = v(ai)，若漂移 si > 0，取

va(ai) ≈
vi − vi−1

ai − ai−1

.

若 si < 0，取

va(ai) ≈
vi+1 − vi
ai+1 − ai

.

例 38.17 (为什么要迎风). 若漂移 si > 0，状态从左向右流动，点 ai 的值受左侧状态影响

更直接，因此使用后向差分。若用反方向差分，数值解可能出现振荡或违反单调性。

例 38.18 (离散 KF 是转移矩阵). 在网格上，KF 方程常写成

ṁ = G⊤m,

其中 G 是 HJB 离散生成元矩阵。平稳分布满足

G⊤m = 0,
∑
i

mi = 1.

这和有限状态 Markov 链的平稳分布完全同构。
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38.9 本章小结

连续时间异质性主体模型的核心是两条方程同时成立：HJB 描述个体在给定价格下的
最优行为，Kolmogorov forward 方程描述这些行为如何改变横截面分布。分布再通过聚合
资产、劳动和市场清算影响价格。这样，宏观均衡成为一个由个体最优、分布演化和市场

清算组成的固定点。下一章将在这个框架上加入不完全市场、金融摩擦和宏观金融机制。

38.10 Exercises

习题 38.1. 解释为什么异质性主体模型需要跟踪分布 m(t, x)。

习题 38.2. 定义状态密度 m(t, x)，并写出总质量条件。

习题 38.3. 给定密度 m(t, x)，写出平均财富公式。

习题 38.4. 对扩散 dXt = g(Xt)dt+ σx(Xt)dWt，写出生成元。

习题 38.5. 若 dat = s(at)dt，写出生成元。

习题 38.6. 从动态规划推导平稳 HJB 形式 ρv = maxu{R +Auv}。

习题 38.7. 写出消费储蓄问题中资产漂移 s(a, z)。

习题 38.8. 写出扩散过程对应的 Kolmogorov forward 方程。

习题 38.9. 用测试函数和分部积分推导 KF 方程。

习题 38.10. 纯漂移过程 dXt = g(Xt)dt 的密度方程是什么？

习题 38.11. 常数扩散过程 dXt = σdWt 的密度方程是什么？

习题 38.12. 证明零通量边界下概率质量守恒。

习题 38.13. 解释借贷约束处零通量边界的经济含义。

习题 38.14. 写出带离散收入状态的 KF 方程。

习题 38.15. 在就业-失业两状态模型中写出 me,mu 的转移项。

习题 38.16. 推导两状态 Markov 链的平稳分布。

习题 38.17. 若 λeu = 0.04, λue = 0.36，计算平稳失业率。
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习题 38.18. 定义平稳分布。

习题 38.19. 写出平稳 KF 方程。

习题 38.20. 解释 HJB-KF 系统中 HJB 和 KF 的先后关系。

习题 38.21. 给定 m(a, z)，写出聚合资产 A。

习题 38.22. 给定 m(a, z)，写出聚合劳动效率 L。

习题 38.23. 若生产函数为 F (K,L)，写出竞争性要素价格条件。

习题 38.24. 证明纯漂移 KF 下 Ȧt =
∫
s(a)m(t, a)da。

习题 38.25. 说明资产市场清算条件 A = K 的含义。

习题 38.26. 把均衡利率写成 As(r) = Kd(r) 的固定点。

习题 38.27. 若 As(r) > Kd(r)，解释利率搜索方向。

习题 38.28. 写出借贷约束 a ≥ a 下的漂移可行性条件。

习题 38.29. 若 a = 0, wz = 2, r = 0，约束处消费上限是多少？

习题 38.30. 解释约束绑定时边际效用为什么较高。

习题 38.31. 定义迎风差分。

习题 38.32. 说明为什么漂移为正时使用后向差分。

习题 38.33. 把离散 KF 写成矩阵形式。

习题 38.34. 写出离散平稳分布的线性方程组。

习题 38.35. 列出求解平稳异质性主体模型的一般计算步骤。

38.11 Solutions
本章题解的主线是：HJB 给出给定价格下的个体策略，KF 方程把策略变成分布演化，

聚合和市场清算再把分布变成均衡价格。

解答 38.1. 异质性主体模型中，不同个体有不同财富、收入或生产率。总消费、总储蓄和
价格不仅取决于平均状态，还取决于有多少人接近借贷约束、收入风险如何分布等。因此

需要跟踪整个分布 m(t, x)。
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解答 38.2. 状态密度 m(t, x) 满足

m(t, x) ≥ 0,

∫
Ω

m(t, x)dx = 1.

它表示时点 t 状态落在 x 附近的个体比例。

解答 38.3. 平均财富为
x̄t =

∫
Ω

xm(t, x)dx.

若还有离散状态 z，则平均财富为∑
z

∫
xm(t, x, z)dx.

解答 38.4. 生成元为
Aϕ(x) = g(x)ϕ′(x) +

1

2
σx(x)

2ϕ′′(x).

它描述测试函数沿状态过程的瞬时期望变化率。

解答 38.5. 若
dat = s(at)dt,

没有扩散项，所以生成元为

Aϕ(a) = s(a)ϕ′(a).

解答 38.6. 动态规划给出

v(x) = max
u

{R(x, u)dt+ e−ρdtE[v(Xdt)]}.

由生成元定义，

E[v(Xdt)] = v(x) +Auv(x)dt+ o(dt).

代入并使用 e−ρdt = 1− ρdt+ o(dt)，整理得

ρv(x) = max
u

{R(x, u) +Auv(x)}.

解答 38.7. 若收入为 wz，资产收益为 ra，消费为 c(a, z)，则资产漂移为

s(a, z) = wz + ra− c(a, z).

解答 38.8. 扩散过程
dXt = g(Xt)dt+ σx(Xt)dWt

的密度满足

∂tm = −∂x(gm) +
1

2
∂xx(σ

2
xm).
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解答 38.9. 对任意测试函数 ϕ，

d

dt

∫
ϕmdx =

∫
Aϕmdx.

右边等于 ∫
gϕ′mdx+

1

2

∫
σ2
xϕ

′′mdx.

分部积分，把导数从 ϕ 转移到 gm 和 σ2
xm，得到∫

ϕ

[
−∂x(gm) +

1

2
∂xx(σ

2
xm)

]
dx.

因此括号内就是 ∂tm。

解答 38.10. 纯漂移时 σx = 0，所以

∂tm = −∂x(gm).

它是概率质量的守恒方程。

解答 38.11. 若 g = 0、σx = σ 为常数，则

∂tm =
1

2
σ2∂xxm.

这就是热方程。

解答 38.12. 积分 KF 方程：

d

dt

∫
mdx =

∫ [
−∂x(gm) +

1

2
∂xx(σ

2
xm)

]
dx.

右边是边界通量。零通量边界使它为零，所以

d

dt

∫
mdx = 0.

解答 38.13. 借贷约束处零通量表示个体不能越过资产下界。概率质量不能从状态空间流
出；经济上，这表示约束阻止个体继续借债或进入不可行资产区域。

解答 38.14. 若离散状态为 i，资产漂移为 si(a)，转移强度为 λij，则

∂tmi = −∂a(simi) +
∑
j ̸=i

λjimj −
∑
j ̸=i

λijmi.
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解答 38.15. 就业密度转移项为
−λeume + λuemu.

失业密度转移项为

λeume − λuemu.

两者相加为零，因此离散状态转移保持总人数。

解答 38.16. 平稳时
λuepu = λeupe, pe + pu = 1.

解得

pe =
λue

λeu + λue
, pu =

λeu
λeu + λue

.

解答 38.17.
pu =

0.04

0.04 + 0.36
= 0.1.

平稳失业率为 10%。

解答 38.18. 平稳分布是随时间不变的密度 m(x)。若以它作为初始分布，在给定策略和状

态转移下，未来分布仍等于 m。

解答 38.19. 平稳 KF 方程为

0 = −∂x(gm) +
1

2
∂xx(σ

2
xm).

若有离散状态，还要加入状态间流入和流出项。

解答 38.20. HJB在给定价格下求个体最优策略。策略决定状态漂移和转移强度。KF用这
些漂移和转移强度更新分布。因此计算上常先解 HJB，再解 KF。

解答 38.21. 聚合资产为
A =

∑
z

∫
am(a, z)da.

如果没有离散状态，就写作

A =

∫
am(a)da.

解答 38.22. 聚合劳动效率为
L =

∑
z

∫
z m(a, z)da.

它是个体劳动效率 z 的横截面平均。
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解答 38.23. 竞争性要素价格满足

r + δ = FK(K,L), w = FL(K,L).

资本边际产出扣除折旧给出利率，劳动边际产出给出工资。

解答 38.24. 由
At =

∫
am(t, a)da

得

Ȧt =

∫
a ∂tm(t, a)da = −

∫
a ∂a(sm)da.

分部积分并用零通量边界消去边界项，得到

Ȧt =

∫
s(a)m(t, a)da.

解答 38.25. 资产市场清算 A = K 表示家庭想持有的总资产等于企业用于生产的资本。若

二者不等，利率或价格必须调整。

解答 38.26. 给定 r，家庭 HJB-KF给出资产供给 As(r)，企业一阶条件给出资本需求Kd(r)。

均衡利率满足

As(r) = Kd(r).

解答 38.27. 若 As(r) > Kd(r)，资产供给过多。通常降低 r 会减少储蓄吸引力并提高资本

需求，因此利率搜索应向下调整。具体单调性仍需由模型条件确认。

解答 38.28. 在 a = a 处，需要

s(a, z) = wz + ra− c(a, z) ≥ 0,

或用反射/零通量条件防止概率流出状态空间。

解答 38.29. 若 a = 0, wz = 2, r = 0，约束处要求

2− c(0, z) ≥ 0.

因此消费上限为

c(0, z) ≤ 2.

解答 38.30. 约束绑定时，个体想把未来资源转移到现在但不能借更多。当前消费被压低，
边际效用 u′(c) 较高。这个高边际效用体现了流动性约束的影子价值。
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解答 38.31. 迎风差分根据漂移方向选择导数近似。若 si > 0，使用后向差分

vi − vi−1

ai − ai−1

.

若 si < 0，使用前向差分
vi+1 − vi
ai+1 − ai

.

解答 38.32. 漂移为正时，状态从左向右流动，网格点 ai 的信息来自左侧。后向差分使用

左侧点，符合状态流动方向，也有助于保持数值单调性。

解答 38.33. 离散 KF 常写作
ṁ = G⊤m,

其中 G 是离散生成元矩阵，m 是网格上的概率质量向量。

解答 38.34. 平稳分布满足
G⊤m = 0, 1⊤m = 1.

第一式表示分布不变，第二式把概率质量归一化。

解答 38.35. 一般步骤是：猜测价格 r, w；解个体 HJB 得到政策；用政策构造生成元；解
G⊤m = 0 得到平稳分布；计算聚合资产和劳动；检查市场清算；若不清算，更新价格并重

复。

38.12 Computation Lab

本章计算实验的目标是把 HJB-KF 系统拆成可检查的矩阵和网格对象。

1. 两状态收入平稳分布。给定 λeu 和 λue，计算

pu =
λeu

λeu + λue
, pe = 1− pu.

验证流入和流出相等。

2. 资产网格和迎风差分。构造 a1, . . . , aI，给定漂移 si，按 si 的符号选择前向或后向差

分，并标记借贷约束边界。

3. 离散生成元。在纯漂移情形下构造矩阵 G，使得每一行和为零、非对角元非负。检查

这两个性质是否成立。
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4. 平稳分布。求解
G⊤m = 0,

∑
i

mi = 1.

检查 mi ≥ 0，并计算聚合资产

A =
∑
i

aimi.

5. 市场清算搜索。对一组利率 r，重复 HJB-KF 计算得到 As(r)。给定企业资本需求

Kd(r)，寻找

As(r)−Kd(r) = 0.

6. 质量守恒检查。从任意初始分布 m0 出发，用

ṁ = G⊤m

做短时间推进，检查
∑

imi 是否保持为一。



第三十九章 不完全市场、金融摩擦与宏

观金融

39.1 完全市场基准

Ch37建立了异质性主体模型的基本框架：个体 HJB决定策略，KF方程决定分布，市
场清算决定价格。本章加入金融摩擦。为了看清摩擦的作用，先从完全市场基准开始。

完全市场中，每个未来状态的支付都可以交易。个体可以把收入风险完全保险掉，因

此均衡中的风险分担有强结构：不同个体的边际效用按固定权重相等。

定理 39.1 (完全市场风险分担条件). 设个体 i = 1, . . . , I 的效用为

E
∑
t

βtui(cit),

且每个状态的总资源为 Ct。若 Arrow状态证券完备且内点配置最优，则存在常数权重 λi >

0，使得每个日期和状态下

λiu
′
i(cit) = λju

′
j(cjt)

对任意 i, j 成立。

证明. 社会规划问题可写为最大化 ∑
i

αiE
∑
t

βtui(cit)

并满足每个日期状态下的资源约束 ∑
i

cit = Ct.

对状态逐点写一阶条件：

αiβ
tu′i(cit) = νt,

569
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其中 νt 是该状态资源约束乘子。消去共同乘子 νt，得到

αiu
′
i(cit) = αju

′
j(cjt).

令 λi = αi 即得结论。完全市场竞争均衡在标准条件下支持该配置。

例 39.1 (相同 CRRA 个体). 若所有个体有相同 CRRA 效用

u(c) =
c1−γ

1− γ
,

风险分担条件为

λic
−γ
it = λjc

−γ
jt .

因此
cit
cjt

=

(
λi
λj

)1/γ

,

消费比例不随状态变化。完全市场把个体收入风险完全平滑掉。

例 39.2 (不完全市场的第一信号). 若两个个体收入分别受独立冲击，但只能交易一只无风
险债券，低收入个体无法购买只在自己低收入状态支付的保险。于是边际效用比率会随状

态波动，这就是市场不完全的直接表现。

39.2 不可保险风险与预防性储蓄

不完全市场中，个体面对不能完全交易的收入风险。最简单的模型是：个体持有无风

险资产 at，收入状态 zt 随机变化，消费为

ct = wzt + rat − ȧt.

若未来收入可能很低，个体会多储蓄以自我保险，这就是预防性储蓄。

定义 39.1 (不完全市场). 若存在未来状态或个体风险无法由可交易资产组合复制，则市场
称为不完全。在不完全市场中，个体不能完全保险所有状态依赖收入风险。

例 39.3 (只有无风险债券). 若个体收入明天可能为高或低，但唯一资产是无风险债券，则
个体只能把资源跨期转移，不能让支付专门在低收入状态发生。因此债券可以平滑平均意

义上的时间风险，却不能完全保险收入状态风险。

定理 39.2 (预防性储蓄的 Jensen 直觉). 若边际效用 u′(c) 是凸函数，且未来消费随机，则

E[u′(ct+1)] > u′(E[ct+1])

只要 ct+1 非退化。未来风险提高期望边际效用，从而增加今天储蓄的吸引力。
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证明. Jensen 不等式说明，对凸函数 f，

E[f(X)] ≥ f(E[X]).

取 f = u′、X = ct+1，得到

E[u′(ct+1)] ≥ u′(E[ct+1]).

若 u′ 严格凸且 ct+1 有真实风险，则不等式严格。Euler 方程中未来边际效用越高，今天减
少消费、增加储蓄越有价值。

例 39.4 (CRRA 的谨慎性). CRRA 效用下

u′(c) = c−γ.

当 γ > 0 时，u′ 是凸的，因为

u′′′(c) = γ(γ + 1)c−γ−2 > 0.

所以未来消费风险会提高期望边际效用，推动预防性储蓄。

例 39.5 (风险和均值的区别). 两个个体有相同的未来平均收入，但一个人的收入更不稳定。
若两人都不能保险收入风险，则更不稳定的个体通常选择更多资产缓冲。平均收入相同并

不意味着储蓄相同。

39.3 借贷约束与 Euler 不等式

令资产满足下界

at+1 ≥ a.

离散时间中，债券 Euler 条件从等式变成不等式；连续时间 HJB 中，这对应状态约束边界
和影子价格。

定理 39.3 (借贷约束下的 Euler 不等式). 考虑一周期无风险债券，预算约束为

ct + at+1 = yt +Rat, at+1 ≥ a.

若最优消费为内点正值，则

u′(ct) ≥ βREt[u′(ct+1)],

且当借贷约束不绑定时等号成立。
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证明. 选择 at+1 的拉格朗日条件为

−u′(ct) + βREt[u′(ct+1)] + ξt = 0,

其中 ξt ≥ 0 是约束 at+1 ≥ a 的乘子。于是

u′(ct) = βREt[u′(ct+1)] + ξt ≥ βREt[u′(ct+1)].

若约束不绑定，则 ξt = 0，得到等式。

例 39.6 (约束绑定). 若个体今天很穷且想借款，但 at+1 = a，则 ξt > 0。此时

u′(ct) > βREt[u′(ct+1)],

表示今天消费的边际价值高于通过市场价格转移到未来的边际价值；个体想把未来资源搬

到今天，但约束阻止了它。

定理 39.4 (自然借贷限额). 若未来最低收入流为 y
t+s
，无风险总收益为常数 R > 1，并且

要求任何历史下都能偿还债务，则自然借贷限额为

at ≥ −
∞∑
s=1

y
t+s

Rs
,

只要右侧级数收敛。

证明. 若个体承诺未来把最低收入流全部用于偿债，则从 t 看未来可保证收入的现值为

∞∑
s=1

y
t+s

Rs
.

债务不能超过这笔可保证现值，否则在最低收入历史下无法偿还。因此资产不能低于该现

值的相反数。

例 39.7 (常数最低收入). 若最低收入恒为 y，则

∞∑
s=1

y

Rs
=

y

R− 1
.

自然借贷限额为

at ≥ −
y

R− 1
.

若最低收入为零，自然借贷限额就是不能持有负资产。
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39.4 连续时间状态约束

在连续时间 HJB 中，借贷约束 a ≥ a 表示状态不能流出可行区域。若资产漂移为

s(a, z) = wz + ra− c,

则在边界处必须有

s(a, z) ≥ 0

或通过反射项把状态推回可行区域。

定理 39.5 (状态约束 HJB 边界条件). 若资产状态满足 a ≥ a，且无反射扩散项，则在边界

a = a 处，可行控制集合必须满足

wz + ra− c ≥ 0.

因此 HJB 在边界处的最大化应在该受限集合上进行。

证明. 若在边界处选择 c > wz + ra，则资产漂移

s(a, z) = wz + ra− c < 0.

在短时间 dt 后，资产会向 a以下移动，违反状态约束。因此边界可行控制必须满足非负漂

移。HJB 的控制集合必须排除不可行控制。

例 39.8 (边界消费). 若 a = 0、wz = 1、r = 0.03，则边界处

c ≤ 1.

因为没有资产收入，个体最多消费当期劳动收入；否则资产会变成负数。

例 39.9 (约束造成政策折点). 在内部，消费由 Euler 条件平滑决定；在边界，消费被可行
性条件限制。于是消费政策 c(a, z) 可能在接近 a 时出现斜率变化，这也是数值求解中需要

细网格的区域。

39.5 抵押约束

金融摩擦常不是简单的固定债务下界，而是依赖资产价格和抵押品。设个体或企业持

有抵押资产 ht，价格为 qt，债务 bt 满足

bt ≤ κqtht,

其中 κ ∈ (0, 1) 是可抵押比例。
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定义 39.2 (抵押约束). 抵押约束把借款上限与可抵押资产价值相连：

b ≤ κqh.

资产价格 q 下跌会直接降低借款能力。

定理 39.6 (抵押约束的一阶楔子). 设选择抵押资产 h 的目标函数中，约束

b ≤ κqh

的乘子为 ξ ≥ 0。若 h 的无约束边际收益为 Rh，边际成本为 q，则一阶条件可写为

q = Rh + ξκq

的形式。约束绑定时，抵押资产有额外的融资价值。

证明. 拉格朗日项包含
ξ(κqh− b).

对 h 求导时，除了资产本身收益 Rh 和成本 q 外，还出现约束放松带来的边际价值

ξκq.

因此最优性条件为成本等于直接收益加抵押服务收益：

q = Rh + ξκq.

例 39.10 (房价和借款能力). 若 κ = 0.8、房价 q = 100、住房 h = 1，最多可借

b ≤ 80.

若房价跌到 80，最多可借变成

b ≤ 64.

价格下跌会收紧借款能力，即使个体持有的实物抵押品数量不变。

例 39.11 (抵押品溢价). 两项资产现金流相同，但一项可以作为抵押品，另一项不能。若
约束常绑定，可抵押资产会有更高价格或更低收益率，因为它还提供放松融资约束的服务。
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39.6 外部融资溢价和价格楔子

企业或金融中介使用外部资金时，融资成本可能高于无风险利率。记外部融资成本为

Rb = Rf + χ,

其中 χ ≥ 0 是外部融资溢价。它可以来自代理问题、违约风险、监管资本或信息不对称。

命题 39.1 (外部融资溢价楔子). 若企业投资的边际收益为 MPK，外部借款成本为 Rb =

Rf + χ，则内部最优投资条件由

MPK = Rf

变为

MPK = Rf + χ.

因此 χ 在投资和无风险利率之间形成楔子。

证明. 企业投资一单位资本的边际收益为 MPK。若该投资需要外部融资，边际资金成本

为 Rb。最优性要求边际收益等于边际成本：

MPK = Rb.

代入 Rb = Rf + χ，得到结论。

例 39.12 (投资下降). 若无摩擦时 Rf = 4%，企业投资到 MPK = 4%。当外部融资溢价
升到 3% 时，投资条件变为

MPK = 7%.

在边际产出递减下，达到更高 MPK 需要更低资本存量，因此投资下降。

39.7 杠杆放大

金融摩擦的宏观作用常来自杠杆。设资产价值为 QK，净值为 N，杠杆为

L =
QK

N
.

当资产价格下跌时，净值通常按更高比例下降，导致杠杆上升或迫使去杠杆。

定理 39.7 (杠杆放大恒等式). 若债务 D 固定，资产价值为 V，净值为 N = V −D，杠杆

为 L = V /N，则小幅资产价值变化满足

dN

N
= L

dV

V
.
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证明. 因为 N = V −D，且短期内 D 固定，所以 dN = dV。于是

dN

N
=
dV

N
=
V

N

dV

V
= L

dV

V
.

例 39.13 (高杠杆损失). 若杠杆 L = 10，资产价值下降 2%，则净值变化约为
dN

N
= 10(−2%) = −20%.

小资产价格冲击会变成大净值冲击。

例 39.14 (去杠杆反馈). 净值下降后，若金融机构必须满足最高杠杆约束，就需要卖出资
产。卖出资产压低价格，价格下跌进一步压低净值。这是火售反馈的基本逻辑。

39.8 嵌入 HJB-KF 系统
金融摩擦进入异质主体模型时，HJB 的控制集合和预算约束改变，KF 的漂移也随之

改变。例如，有借贷约束和收入风险的消费储蓄问题可写为

ρv(a, z) = max
c

{
u(c) + va(a, z)[wz + ra− c] +

∑
z′

λzz′ [v(a, z
′)− v(a, z)]

}
,

约束为

a ≥ a, c ≤ wz + ra at a = a.

KF 方程由最优漂移
s∗(a, z) = wz + ra− c∗(a, z)

决定。

命题 39.2 (约束改变分布漂移). 若借贷约束使低资产个体消费下降，则其资产漂移

s∗(a, z) = wz + ra− c∗(a, z)

在约束附近上升。KF 方程中的通量 s∗m 因此改变，平稳分布会在约束附近重新分配质量。

证明. 借贷约束绑定时，可行消费低于无约束消费。给定收入和资产收益，消费下降会提高

wz + ra− c.

因此状态漂移 s∗ 改变。KF 方程

∂tm = −∂a(s∗m) + · · ·

中的概率流随之改变，平稳分布也改变。
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例 39.15 (约束附近的质量堆积). 若许多个体在坏收入状态下被推到借贷约束附近，而约
束又阻止他们继续借款，平稳分布可能在 a 附近出现较高密度。这部分人群对利率、工资

和转移支付更敏感。

39.9 本章小结

不完全市场和金融摩擦改变了连续时间宏观金融模型的核心结构。完全市场中，边际

效用比率被风险分担条件钉住；不完全市场中，不可保险风险、借贷约束和抵押约束让个

体边际效用随状态和财富变化。金融摩擦通过影子价格、融资溢价和杠杆放大进入 HJB与
市场清算，并通过 KF 方程影响整个分布。下一章将把前面各章的证明和模型转化为数值
方法：如何从 HJB、KF、PDE 和固定点走向可运行求解。

39.10 Exercises
习题 39.1. 说明完全市场和不完全市场的区别，并给出一个只有无风险债券时市场不完全
的理由。

习题 39.2. 写出完全市场风险分担条件，并解释权重 λi 的经济含义。

习题 39.3. 若两个个体都有相同 CRRA 效用 u(c) = c1−γ/(1 − γ)，由风险分担条件推导

c1t/c2t 的形式。

习题 39.4. 解释为什么不完全市场中个体边际效用比率通常会随状态变化。

习题 39.5. 用 Jensen 不等式解释预防性储蓄的基本逻辑。

习题 39.6. 对 CRRA 效用证明 u′(c) 是凸函数。

习题 39.7. 写出一周期借贷约束 at+1 ≥ a 下的 Euler 不等式。

习题 39.8. 解释 Euler 不等式中影子价格 ξt 为正时的经济含义。

习题 39.9. 若预算约束为 ct + at+1 = yt +Rat，且约束绑定，写出 at+1 和 ct 的关系。

习题 39.10. 推导自然借贷限额

at ≥ −
∞∑
s=1

y
t+s

Rs
.

习题 39.11. 若最低收入恒为 y，计算自然借贷限额。

习题 39.12. 比较自然借贷限额和外生固定借贷限额 a。
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习题 39.13. 在连续时间 HJB 中，解释为什么 a = a 处必须满足 wz + ra− c ≥ 0。

习题 39.14. 若 a = 0, wz = 1.5, r = 0.04，计算边界处消费上限。

习题 39.15. 说明为什么借贷约束附近的消费政策可能出现斜率变化。

习题 39.16. 定义抵押约束 b ≤ κqh，并说明 q 下跌如何影响借款能力。

习题 39.17. 若 κ = 0.75, q = 200, h = 2，最大可借金额是多少？

习题 39.18. 若上题中 q 下跌到 160，最大可借金额下降多少？

习题 39.19. 写出抵押资产的一阶条件 q = Rh + ξκq，并解释 ξκq。

习题 39.20. 解释为什么可抵押资产可能有更高价格或更低收益率。

习题 39.21. 定义外部融资溢价 χ，并写出企业投资条件。

习题 39.22. 若 Rf = 3%、χ = 2%，企业边际产出需要达到多少才会投资到边际？

习题 39.23. 解释外部融资溢价上升为什么会压低投资。

习题 39.24. 定义杠杆 L = V /N，其中 N = V −D。

习题 39.25. 证明在债务 D 固定时，dN
N

= LdV
V
。

习题 39.26. 若杠杆为 8，资产价值下降 3%，净值约下降多少？

习题 39.27. 说明去杠杆反馈为何会放大资产价格下跌。

习题 39.28. 写出带离散收入状态的连续时间消费储蓄 HJB。

习题 39.29. 写出给定最优消费 c∗(a, z) 时的资产漂移 s∗(a, z)。

习题 39.30. 解释借贷约束如何改变 KF 方程中的概率通量。

习题 39.31. 为什么约束附近可能出现分布质量堆积？

习题 39.32. 给定密度 m(a, z)，写出聚合资产。

习题 39.33. 说明金融摩擦进入一般均衡时会改变哪些对象：个体政策、分布、价格或市场
清算。

习题 39.34. 比较完全市场代表性主体定价和不完全市场异质性主体定价。

习题 39.35. 列出求解带借贷约束的不完全市场 HJB-KF 模型的一般步骤。
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39.11 Solutions
本章题解的主线是：不完全市场让个体不能完全保险风险，金融摩擦让约束和价格互

相反馈；因此最优性条件从等式变成带影子价格的条件，HJB-KF 系统也必须显式处理边
界和分布。

解答 39.1. 完全市场中，每个未来状态的支付都可以由可交易资产组合复制，因此个体可
以完全保险状态风险。不完全市场中，至少有某些未来状态或个体风险不能被交易资产复

制。若只有无风险债券，个体只能跨期转移确定资源，不能购买“只在自己低收入时支付”

的保险，所以收入状态风险不能完全保险。

解答 39.2. 完全市场风险分担条件为

λiu
′
i(cit) = λju

′
j(cjt)

对任意 i, j 和每个状态成立。权重 λi 反映个体在社会规划问题中的福利权重，也对应竞争

均衡中初始财富和资产交易所决定的 Pareto 权重。

解答 39.3. 相同 CRRA 下 u′(c) = c−γ。风险分担条件给出

λ1c
−γ
1t = λ2c

−γ
2t .

整理得 (
c1t
c2t

)γ
=
λ1
λ2
,

c1t
c2t

=

(
λ1
λ2

)1/γ

.

因此消费比例不随状态变化。

解答 39.4. 不完全市场中，个体不能用资产组合完全复制所有状态支付。低收入、低财富
或约束绑定状态下，个体消费会相对更低，边际效用更高；高收入或资产充足状态下则相

反。因此不同个体的边际效用比率会随着收入、财富和约束状态变化。

解答 39.5. 若 u′(c) 是凸函数，则 Jensen 不等式给出

E[u′(ct+1)] ≥ u′(E[ct+1]).

未来消费风险越大，期望边际效用越高。Euler方程中未来边际效用越高，今天储蓄越有价
值，所以个体倾向于减少当前消费、增加缓冲资产。

解答 39.6. CRRA 效用的边际效用为

u′(c) = c−γ.
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一阶和二阶导数为

u′′(c) = −γc−γ−1, u′′′(c) = γ(γ + 1)c−γ−2.

当 γ > 0 时，u′′′(c) > 0，所以 u′(c) 是凸函数。

解答 39.7. 在
ct + at+1 = yt +Rat, at+1 ≥ a

下，Euler 条件变为
u′(ct) ≥ βREt[u′(ct+1)].

若约束不绑定，等号成立；若约束绑定，通常严格大于。

解答 39.8. ξt > 0 表示借贷约束绑定。个体想把 at+1 选得更低，也就是想借更多来提高当

前消费，但约束不允许。此时当前消费的边际效用高于市场跨期价格所能平衡的水平，差

额就是放松约束的边际价值。

解答 39.9. 约束绑定时
at+1 = a.

代入预算约束得

ct = yt +Rat − a.

这说明当前消费由当期资源和最小允许资产共同钉住。

解答 39.10. 为了保证所有未来最低收入历史下都能偿还债务，当前债务不能超过未来最
低收入流的现值。若最低收入为 y

t+s
，则可保证收入现值为

∞∑
s=1

y
t+s

Rs
.

资产为负时代表债务，所以资产下界是该现值的相反数：

at ≥ −
∞∑
s=1

y
t+s

Rs
.

解答 39.11. 若 y
t+s

= y，则

∞∑
s=1

y

Rs
= y

1/R

1− 1/R
=

y

R− 1
.

因此自然借贷限额为

at ≥ −
y

R− 1
.
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解答 39.12. 自然借贷限额由未来最低可保证收入内生决定，它保证任何历史下都不会违
约。外生固定借贷限额 a 是模型设定或制度限制，可以比自然限额更紧，也可以更松。若

外生限额更紧，它会产生额外的流动性约束。

解答 39.13. 连续时间中资产漂移为

ȧ = wz + ra− c.

在边界 a = a 处，如果 wz + ra− c < 0，资产会立刻向下越过可行区域。因此必须要求

wz + ra− c ≥ 0

或引入反射机制把状态推回可行域。

解答 39.14. 边界消费上限为
c ≤ wz + ra.

代入 a = 0, wz = 1.5, r = 0.04，得到

c ≤ 1.5.

因为边界处没有资产收入，最多只能消费劳动收入。

解答 39.15. 在内部，消费政策由 Euler条件平滑决定；在边界，消费还要满足不越界条件。
接近约束时，最优政策从“按跨期边际效用平滑”转向“保持资产不低于下界”，因此消费

函数可能出现斜率变化。

解答 39.16. 抵押约束为
b ≤ κqh,

其中 b 是债务，h 是抵押资产数量，q 是抵押资产价格，κ 是可抵押比例。若 q 下跌，右侧

下降，即使 h 不变，最大可借金额也会下降。

解答 39.17. 最大可借金额为

bmax = κqh = 0.75× 200× 2 = 300.

解答 39.18. 新最大可借金额为

0.75× 160× 2 = 240.

下降量为

300− 240 = 60.
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解答 39.19. 一阶条件
q = Rh + ξκq

表示购买一单位抵押资产的成本 q 等于资产直接收益 Rh 加上抵押服务价值。项 ξκq 是因

为多持有一单位资产会放松借款上限 κq，而每单位放松的影子价值为 ξ。

解答 39.20. 可抵押资产除了现金流，还提供放松融资约束的服务。若约束经常绑定，持有
这类资产能提高借款能力，因此投资者愿意支付更高价格。给定现金流，更高价格对应更

低预期收益率。

解答 39.21. 外部融资溢价定义为外部融资成本相对无风险利率的额外部分：

Rb = Rf + χ.

企业边际投资条件为

MPK = Rf + χ.

无摩擦时 χ = 0，条件退化为 MPK = Rf。

解答 39.22. 边际融资成本为

Rf + χ = 3% + 2% = 5%.

因此企业会投资到 MPK = 5% 的边际。

解答 39.23. 当 χ 上升时，投资的资金成本上升。若资本边际产出递减，要让 MPK 提高

到新的成本水平，资本存量必须更低。因此投资减少，资本积累放慢。

解答 39.24. 资产价值为 V，债务为 D，净值为

N = V −D.

杠杆定义为

L =
V

N
.

它衡量一单位净值支撑了多少资产。

解答 39.25. 债务 D 固定时

dN = dV.

于是
dN

N
=
dV

N
=
V

N

dV

V
= L

dV

V
.

因此资产价值的小幅变化会被杠杆 L 放大到净值变化上。
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解答 39.26. 由杠杆放大公式，
dN

N
= 8(−3%) = −24%.

净值约下降 24%。

解答 39.27. 资产价格下跌会降低净值并提高杠杆。若机构必须满足杠杆上限，就需要出售
资产来缩表。出售压力进一步压低资产价格，又继续损害净值，形成价格下跌和去杠杆之

间的反馈。

解答 39.28. 带离散收入状态 z 的 HJB 可写为

ρv(a, z) = max
c

{
u(c) + va(a, z)[wz + ra− c] +

∑
z′

λzz′ [v(a, z
′)− v(a, z)]

}
.

在 a = a 处，还要限制 wz + ra− c ≥ 0。

解答 39.29. 给定最优消费 c∗(a, z)，资产漂移为

s∗(a, z) = wz + ra− c∗(a, z).

它决定个体财富沿资产维度向上还是向下移动。

解答 39.30. KF 方程中的资产通量为

s∗(a, z)m(a, z).

借贷约束要求边界处概率质量不能流出可行域，所以在 a = a 附近必须使用可行漂移或零

通量条件。这会改变密度从低资产区域流入和流出的速度。

解答 39.31. 若坏收入冲击把许多个体推向资产下界，而约束又阻止他们继续借债平滑消
费，那么他们会在低资产区域停留更久。流入边界附近的质量较大、流出速度有限，就会

形成分布质量堆积。

解答 39.32. 聚合资产为
A =

∑
z

∫
am(a, z) da.

若没有离散状态，则简化为

A =

∫
am(a) da.

解答 39.33. 金融摩擦首先改变个体约束和一阶条件，因此改变消费、储蓄、投资和组合政
策。政策改变后，KF 方程中的漂移和分布也改变。分布改变又影响总资产、资本、抵押品
需求和净值，最终通过市场清算改变利率、工资和资产价格。
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解答 39.34. 完全市场代表性主体定价通常使用一个共同的边际效用或 SDF。可保险风险
被平滑后，个体异质性对定价影响较小。不完全市场中，边际效用在个体和状态之间不同，

接近约束者的边际效用尤其高；资产价格取决于谁持有资产、谁受约束以及风险暴露落在

哪些状态上。

解答 39.35. 一般步骤是：给定价格 r, w 和约束参数；在资产网格上解 HJB，处理边界可
行性；由最优消费得到资产漂移；构造离散生成元或连续 KF 方程；求平稳分布；计算聚
合资产和其他总量；检查资产、资本或债券市场清算；若不清算，更新价格并重复。

39.12 Computation Lab
本章计算实验的目标是把金融摩擦从经济语言翻译为可检查的网格、约束、影子价格

和市场清算残差。

1. 借贷约束边界检查。构造资产网格 a1, . . . , aI，令 a1 = a。给定消费政策 ci(z)，检查

每个收入状态在边界是否满足

wz + ra− c1(z) ≥ 0.

2. 自然借贷限额。给定 R > 1 和最低收入序列 y
t+s
，计算

anat = −
S∑
s=1

y
t+s

Rs

的截断近似，并观察 S 增大时的收敛。

3. 抵押约束敏感性。对一组资产价格 q 和抵押比例 κ，计算

bmax = κqh.

画出 q 下跌时最大债务如何变化。

4. 杠杆放大。给定资产价值变化率 ∆V /V 和杠杆 L，计算

∆N/N ≈ L∆V /V.

比较 L = 2, 5, 10 时同一资产价格冲击对净值的影响。

5. 外部融资溢价。给定 Rf 和 χ，计算边际投资门槛

MPK∗ = Rf + χ.

若 MPK(K) 递减，求使 MPK(K) =MPK∗ 的资本需求。
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6. HJB-KF 清算残差。给定价格猜测，解 HJB 得到 c∗(a, z)，构造漂移

s∗(a, z) = wz + ra− c∗(a, z).

用 KF 求平稳分布 m(a, z)，计算

As =
∑
z

∫
am(a, z)da,

并记录市场清算残差 As −Kd。
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40.1 为什么最后需要计算

前面各章反复出现同一种结构：先写出最优性条件、状态方程、分布方程和市场清算，

再证明均衡或解的性质。真正使用模型时，还要把这些条件变成可运行的对象。本章的任

务就是完成这一步：把数学对象翻译成网格、矩阵、迭代、残差和诊断。

计算不是证明的替代品。证明告诉我们对象应该满足什么条件，计算则检查一个离散

近似是否足够接近这些条件。一个可靠的计算流程至少要回答五个问题：状态如何离散化，

方程如何近似，迭代如何停止，误差如何诊断，结果如何复现。

定义 40.1 (计算对象). 在本章中，一个连续或递归经济模型的计算对象包括：状态网格、
控制网格或一阶条件、离散算子、未知向量、残差函数、迭代规则和停止准则。若这些对

象没有被明确写出，模型还没有真正变成可计算问题。

例 40.1 (从 Ramsey 方程到计算对象). 连续时间 Ramsey 模型可写成

k̇ = f(k)− c− δk,
ċ

c
=
f ′(k)− δ − ρ

θ
.

计算时需要给 k, c 初值或边界条件，选择时间步长 ∆t，用差分近似 k̇, ċ，并用残差检查方

程是否满足。证明中的相图变成了数值中的路径、步长和误差表。

40.2 网格、插值与残差

设连续状态 x ∈ [x, x̄]。最简单的均匀网格是

xi = x+ (i− 1)∆x, ∆x =
x̄− x

I − 1
, i = 1, . . . , I.

未知函数 v(x) 被未知向量

vi ≈ v(xi)

586
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替代。方程 F (v) = 0 被离散方程 FI(vI) = 0 替代。数值解的第一检查不是图像好不好看，

而是残差

Ri = FI(vI)i

是否足够小。

定义 40.2 (残差). 给定离散方程 FI(u) = 0 和候选解 û，残差为

R(û) = FI(û).

常用诊断包括最大残差 ‖R(û)‖∞、平均残差和市场清算残差。

例 40.2 (资产网格). 在资产储蓄问题中，若资产约束为 a ∈ [0, 20]，取 I = 101，则

∆a =
20− 0

100
= 0.2.

网格点为 0, 0.2, 0.4, . . . , 20。如果大量个体集中在借贷约束附近，可以改用非均匀网格，让

a = 0 附近点更密。

例 40.3 (残差比图像更可靠). 两个消费政策图可能看起来都很平滑，但一个满足 Euler 残
差

max
i

|Ri| = 10−6,

另一个只有 10−2。若变量单位相同，前者通常更可信。图像用于发现形状异常，残差用于

检查方程是否真的被解了。

40.3 ODE 的时间离散
最基本的动态方程是 ODE：

ẋ(t) = f(x(t)).

显式 Euler 方法把导数近似为
xn+1 − xn

∆t
= f(xn),

即

xn+1 = xn +∆tf(xn).

它的优点是简单，缺点是步长过大时可能不稳定。

命题 40.1 (显式 Euler 的一步误差). 若 x(t) 二阶连续可微，且 x′(t) = f(x(t))，则

x(t+∆t) = x(t) + ∆tf(x(t)) + O(∆t2).
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证明. Taylor 展开给出

x(t+∆t) = x(t) + ∆tx′(t) +
1

2
∆t2x′′(ξ)

其中 ξ ∈ [t, t+∆t]。代入 x′(t) = f(x(t))，得到

x(t+∆t) = x(t) + ∆tf(x(t)) + O(∆t2).

例 40.4 (线性 ODE 的 Euler 步). 对

ẋ = −αx

显式 Euler 为
xn+1 = (1− α∆t)xn.

若 |1− α∆t| < 1，离散路径衰减；若步长太大，离散路径会振荡甚至发散。这说明稳定性

不只是理论问题，也是步长选择问题。

40.4 有限差分：把导数变成矩阵

在网格上，一阶导数有三种常用近似：

D+vi =
vi+1 − vi

∆x
, D−vi =

vi − vi−1

∆x
,

D0vi =
vi+1 − vi−1

2∆x
.

二阶导数常用

D2vi =
vi+1 − 2vi + vi−1

(∆x)2
.

命题 40.2 (一阶差分的一致性). 若 v 二阶连续可微，则

D+vi = v′(xi) +O(∆x), D−vi = v′(xi) +O(∆x).

若 v 三阶连续可微，则

D0vi = v′(xi) +O((∆x)2).

证明. 对 v(xi +∆x) 作 Taylor 展开：

v(xi +∆x) = v(xi) + ∆xv′(xi) +
1

2
(∆x)2v′′(ξ).

移项除以 ∆x，得前向差分结论。后向差分类似。中心差分把 xi+∆x和 xi−∆x的 Taylor
展开相减，二阶项抵消，主误差变为二阶。
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例 40.5 (三种差分的经济含义). 若 v(a) 是资产价值函数，前向差分比较 ai 和更高资产点，

后向差分比较 ai 和更低资产点，中心差分同时使用两侧。HJB中若资产漂移向右，信息来
自左侧，后向差分更自然；若漂移向左，前向差分更自然。

40.5 迎风格式与 HJB

确定性漂移项

s(x)vx(x)

在数值上要尊重状态流动方向。若 si > 0，状态从左向右流动，使用后向差分；若 si < 0，

状态从右向左流动，使用前向差分。这就是迎风格式。

命题 40.3 (迎风格式的单调性). 考虑纯漂移算子 sivx(xi)。若

s+i = max{si, 0}, s−i = min{si, 0},

并取离散项

s+i D
−vi + s−i D

+vi,

则该项对上游网格点的系数非负，对当前点的系数方向与生成元矩阵的行和结构一致。

证明. 展开得

s+i D
−vi + s−i D

+vi =
s+i
∆x

vi −
s+i
∆x

vi−1 +
s−i
∆x

vi+1 −
s−i
∆x

vi.

因为 s+i ≥ 0、s−i ≤ 0，把它移入 HJB 或生成元矩阵时，流向相邻点的强度可以写成非负
跳转强度。非对角元非负、行和为零的结构正是连续时间 Markov 生成元需要的结构。

例 40.6 (HJB 中的迎风选择). 消费储蓄 HJB 为

ρvi = max
c

{u(c) + va(ai)[wz + rai − c]}.

若某次迭代下 si = wz + rai − ci > 0，使用

va(ai) ≈
vi − vi−1

∆a
.

若 si < 0，使用

va(ai) ≈
vi+1 − vi

∆a
.

这避免把未来状态方向的信息错误地拿来决定当前流动。
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40.6 生成元矩阵与 KF 方程
连续时间分布方程

∂tm = −∂x(sm)

离散后常写为

ṁ = G⊤m,

其中 G是离散生成元矩阵。为了保持概率解释，G应满足：非对角元非负，每一行和为零。

定理 40.1 (生成元矩阵的质量守恒). 若矩阵 G 的每一行和为零，则方程

ṁ = G⊤m

保持总质量 1⊤m 不变。

证明. 直接计算
d

dt
1⊤m = 1⊤ṁ = 1⊤G⊤m = (G1)⊤m.

行和为零等价于 G1 = 0，所以
d

dt
1⊤m = 0.

定理 40.2 (离散平稳分布条件). 若 G 是连续时间 Markov 链的生成元，则平稳分布 m 满

足

G⊤m = 0, 1⊤m = 1, mi ≥ 0.

证明. 平稳表示 ṁ = 0。代入 KF 离散形式 ṁ = G⊤m，得到

G⊤m = 0.

因为 m 是概率分布，还必须满足归一化和非负性条件。

例 40.7 (三点生成元). 三个资产点上，若从 1 到 2 的强度为 α，从 2 到 1 的强度为 β，从

2 到 3 的强度为 γ，从 3 到 2 的强度为 δ，则

G =


−α α 0

β −(β + γ) γ

0 δ −δ

 .

每一行和为零，非对角元非负。求 G⊤m = 0 并加上 m1 +m2 +m3 = 1，即可得到平稳质

量。



40.7 BELLMAN 迭代与残差界 591

40.7 Bellman 迭代与残差界
离散时间动态规划常写为

V = TV.

若 T 是折扣因子为 β 的压缩映射，值函数迭代为

V n+1 = TV n.

计算时我们无法等到完全收敛，因此需要残差界。

定理 40.3 (Bellman 残差界). 若 T 在 sup norm 下是模数 β ∈ (0, 1) 的压缩映射，且

V ∗ = TV ∗，则任意候选 V 满足

‖V − V ∗‖∞ ≤ ‖TV − V ‖∞
1− β

.

证明. 由三角不等式和压缩性，

‖V − V ∗‖∞ = ‖V − TV ∗‖∞ ≤ ‖V − TV ‖∞ + ‖TV − TV ∗‖∞.

第二项满足

‖TV − TV ∗‖∞ ≤ β‖V − V ∗‖∞.

移项得到

(1− β)‖V − V ∗‖∞ ≤ ‖TV − V ‖∞.

例 40.8 (停止准则). 若 β = 0.96，并且某次迭代的 Bellman 残差为

‖TV n − V n‖∞ = 10−5,

则值函数误差上界为
10−5

1− 0.96
= 2.5× 10−4.

这比只看 ‖V n+1 − V n‖ 更直接地连接到方程本身。

40.8 固定点、二分法与 Newton 步
一般均衡和资产定价经常归结为价格固定点：

H(p) = 0.
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例如资产市场清算残差

H(r) = As(r)−Kd(r)

为零时，利率 r 清算市场。若只有一维价格，二分法稳健；若有多维价格，常用 Newton、
拟 Newton 或阻尼迭代。

定理 40.4 (二分法的括号保持). 若连续函数 H 满足 H(a)H(b) ≤ 0，取中点 c = (a+ b)/2。

若用 [a, c] 或 [c, b] 中仍有异号端点的区间作为新区间，则新区间仍包含至少一个根。

证明. 连续函数在区间端点异号时，由介值定理，区间内存在根。中点把原区间分成两段。
若 H(a)H(c) ≤ 0，则根在 [a, c]；否则 H(c)H(b) ≤ 0，根在 [c, b]。因此每一步都保持包含

根的括号。

例 40.9 (清算利率的二分法). 若

H(0.01) = As(0.01)−Kd(0.01) > 0,

而

H(0.05) < 0,

则均衡利率位于 [0.01, 0.05]。取中点 0.03，计算 H(0.03)，保留仍有符号变化的一半区间。

重复直到区间长度低于容忍度。

例 40.10 (Newton 步). 若要求解
H(p) = 0,

且 H 可微，Newton 迭代为
pn+1 = pn −

H(pn)

H ′(pn)
.

多维时变为

pn+1 = pn − [DH(pn)]
−1H(pn).

若 Newton 步太大导致残差上升，可使用阻尼步

pn+1 = pn − ω[DH(pn)]
−1H(pn), ω ∈ (0, 1].

40.9 模拟、Monte Carlo 与抽样误差
有些模型很难直接求分布，或者需要用模拟计算矩。设 X1, . . . , XN 是独立同分布样本，

均值为 µ，方差为 σ2。样本均值

X̄N =
1

N

N∑
n=1

Xn

的误差随 N 下降。
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定理 40.5 (Monte Carlo 均值误差). 若 Xn 独立同分布且 Var(Xn) = σ2 <∞，则

E[(X̄N − µ)2] =
σ2

N
.

证明. 因为 E[X̄N ] = µ，均方误差等于方差：

E[(X̄N − µ)2] = Var(X̄N).

独立性给出

Var(X̄N) =
1

N2

N∑
n=1

Var(Xn) =
σ2

N
.

例 40.11 (样本量翻四倍). 若样本量从 N 增加到 4N，均方误差从 σ2/N 变成 σ2/(4N)，标

准误差只减半。因此 Monte Carlo 的精度提升通常很慢。

40.10 HJB-KF 一体化工作流
连续时间异质性主体模型的典型计算流程如下：

价格猜测→ HJB →政策→ KF →聚合→清算残差.

每个箭头都应有诊断指标。HJB要看方程残差和边界条件，KF要看质量守恒和非负性，聚
合要看积分权重，清算要看价格残差。

例 40.12 (HJB-KF 求解清单). 一个最小可复现清单包括：

1. 设定参数和网格；

2. 给定r, w 解 HJB；
3. 由政策构造生成元G;

4. 解G⊤m = 0, 1⊤m = 1;

5. 计算A =
∑

i aimi;

6. 检查A−Kd(r)；

7. 更新价格并重复。

这张清单比一段“求解模型”的文字更接近真正的研究流程。

例 40.13 (五个必须打印的数字). 每次计算结束至少应打印：HJB 最大残差、KF 质量误
差 |1⊤m− 1|、分布最小值 minimi、市场清算残差、迭代次数。若其中任何一个异常，图

像再漂亮也不能直接相信。
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40.11 资产定价的计算接口

资产定价问题常见形式为

pt = Et[Mt+1Xt+1]

或连续时间 PDE
∂tp+Ap− rp+ cash flow = 0.

计算时，离散状态下是矩阵乘法；连续状态下是差分 PDE；模拟下是样本均值。

例 40.14 (有限状态 SDF 定价). 若有状态 s = 1, . . . , S，转移概率为 πs，SDF 为 Ms，支

付为 Xs，则

p =
S∑
s=1

πsMsXs.

这就是一个加权内积。若价格不等于该内积，残差

R = p−
∑
s

πsMsXs

就是定价误差。

例 40.15 (PDE 定价残差). 若期权价格 C(t, S) 应满足 Black-Scholes PDE，把 C 放到时

间和价格网格上后，可在每个内点计算

Rn,i = Ct +
1

2
σ2S2

i CSS + rSiCS − rC.

残差接近零、终端 payoff 正确、边界条件合理，才说明离散价格函数通过了基本检查。

40.12 可复现计算的习惯

可复现不是代码风格问题，而是研究可信度问题。一个计算实验至少应记录：参数表、

网格范围、步长、停止准则、随机种子、版本、残差表和输出文件。若改变网格或步长，主

要经济结论应保持稳定。

定义 40.3 (网格收敛检查). 网格收敛检查是指在更细网格或更小步长上重复计算，并比较
主要对象，如价格、政策、矩和清算残差。若结果随网格明显改变，当前近似还不可靠。

例 40.16 (网格加密表). 可以记录

I ∆a r∗ max |Ri|
100 0.20 0.0312 10−4

200 0.10 0.0308 3× 10−5

400 0.05 0.0307 8× 10−6

若均衡利率和残差趋于稳定，计算可信度就更高。
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40.13 本章小结

本章把全书的数学结构收束为计算工作流。有限维最优化变成一阶条件和约束残差；动

态规划变成 Bellman 算子和残差界；ODE 和 PDE 变成时间步长与差分矩阵；HJB-KF 系
统变成政策、生成元、平稳分布和市场清算；资产定价变成 SDF 内积、PDE 残差或模拟
均值。好的计算不是只给答案，而是同时给出答案、误差、残差和复现路径。

到这里，三卷主线已经形成闭环：从证明语言和均衡存在性，到风险、函数空间和递

归经济，再到连续时间金融、分布动态和计算求解。后续的工作不应再急着扩写新章，而

应回到来源核验、例题密度、题解清晰度、符号统一和全书二轮审查。

40.14 Exercises

习题 40.1. 说明为什么计算不是证明的替代品，而是证明条件的离散检查。

习题 40.2. 给定区间 [0, 10] 和 I = 51，计算均匀网格步长。

习题 40.3. 定义离散方程的残差，并说明最大残差的作用。

习题 40.4. 写出显式 Euler 方法对 ẋ = f(x) 的更新式。

习题 40.5. 对 ẋ = −2x，写出显式 Euler 更新式，并给出稳定所需的步长条件。

习题 40.6. 证明显式 Euler 的一步误差是 O(∆t2)。

习题 40.7. 写出前向差分、后向差分和中心差分。

习题 40.8. 说明为什么中心差分通常比前向差分有更高阶的一致性。

习题 40.9. 写出二阶导数的三点差分公式。

习题 40.10. 若资产漂移 si > 0，HJB 中应使用前向还是后向差分？为什么？

习题 40.11. 若 si < 0，写出 va(ai) 的迎风差分近似。

习题 40.12. 说明迎风格式为什么有助于保持 Markov 生成元的非负跳转强度。

习题 40.13. 连续时间生成元矩阵 G 应满足哪两个基本矩阵性质？

习题 40.14. 证明若 G1 = 0，则 ṁ = G⊤m 保持总质量。

习题 40.15. 写出离散平稳分布的线性方程组。
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习题 40.16. 给定

G =

(
−1 1

2 −2

)
,

求平稳分布。

习题 40.17. 写出 Bellman 值函数迭代公式。

习题 40.18. 若 Bellman 算子折扣因子为 β，写出残差界。

习题 40.19. 若 β = 0.95、Bellman 残差为 2× 10−5，计算值函数误差上界。

习题 40.20. 解释为什么只看相邻两次迭代差距可能不如看 Bellman 残差直接。

习题 40.21. 写出市场清算残差 H(r) 的一个例子。

习题 40.22. 说明二分法为什么需要初始括号。

习题 40.23. 若 H(0.02) > 0、H(0.06) < 0，二分法第一步中点是多少？

习题 40.24. 写出一维 Newton 方法。

习题 40.25. 说明阻尼 Newton 步中的 ω 有什么作用。

习题 40.26. 写出 Monte Carlo 样本均值，并给出其均方误差。

习题 40.27. 若样本方差为 4、样本量为 10000，样本均值的标准误差是多少？

习题 40.28. 列出 HJB-KF 计算流程的主要步骤。

习题 40.29. 给定最优消费 c∗(a, z)，写出资产漂移和生成元构造的关系。

习题 40.30. 说明 KF 求解后为什么要检查 1⊤m = 1 和 mi ≥ 0。

习题 40.31. 写出有限状态 SDF 定价公式。

习题 40.32. 定义资产定价误差或定价残差。

习题 40.33. 说明 PDE 定价中需要检查哪些边界或终端条件。

习题 40.34. 什么是网格收敛检查？

习题 40.35. 列出一个宏观金融计算实验应记录的复现信息。
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40.15 Solutions
本章题解的主线是：每一个证明中的等式、边界条件或固定点，在计算中都应对应一

个离散方程、矩阵性质、残差或诊断表。

解答 40.1. 证明说明连续模型中对象应满足什么条件，例如最优性、市场清算、概率守恒
和边界可行性。计算只能在有限网格或有限样本上近似这些条件。因此计算不是替代证明，

而是检查离散近似是否足够接近证明给出的条件。

解答 40.2. 均匀网格步长为
∆x =

10− 0

51− 1
=

10

50
= 0.2.

解答 40.3. 若离散方程为 FI(u) = 0，候选解为 û，残差为

R(û) = FI(û).

最大残差 ‖R(û)‖∞ 衡量最差网格点上方程偏离零的程度，是判断候选解是否真正满足离散
方程的重要指标。

解答 40.4. 显式 Euler 方法为

xn+1 = xn +∆tf(xn).

它用当前点斜率 f(xn) 推进下一期状态。

解答 40.5. 对 ẋ = −2x，显式 Euler 为

xn+1 = xn − 2∆txn = (1− 2∆t)xn.

衰减稳定要求

|1− 2∆t| < 1,

即

0 < ∆t < 1.

解答 40.6. Taylor 展开：

x(t+∆t) = x(t) + ∆tx′(t) +
1

2
∆t2x′′(ξ).

由 x′(t) = f(x(t))，得到

x(t+∆t) = x(t) + ∆tf(x(t)) + O(∆t2).

显式 Euler 使用前两项，所以一步截断误差为 O(∆t2)。



598 第四十章 计算方法：从证明走向求解

解答 40.7. 前向差分：
D+vi =

vi+1 − vi
∆x

.

后向差分：

D−vi =
vi − vi−1

∆x
.

中心差分：

D0vi =
vi+1 − vi−1

2∆x
.

解答 40.8. 中心差分同时使用 xi +∆x 和 xi −∆x。Taylor 展开相减时，二阶项抵消，因
此主误差通常为 O((∆x)2)。前向或后向差分只用一侧点，主误差一般为 O(∆x)。

解答 40.9. 二阶导数三点差分为

v′′(xi) ≈
vi+1 − 2vi + vi−1

(∆x)2
.

解答 40.10. 若 si > 0，状态从左向右流动，网格点 i 的上游在左侧，因此应使用后向差分

va(ai) ≈
vi − vi−1

∆a
.

解答 40.11. 若 si < 0，状态从右向左流动，上游在右侧，因此

va(ai) ≈
vi+1 − vi

∆a
.

解答 40.12. 迎风格式按漂移方向选择上游点，使概率或状态质量从上游流向下游。把离
散漂移写成矩阵时，相邻点之间的流动强度可以保持非负，当前点的对角元吸收流出强度，

从而形成非对角元非负、行和为零的生成元结构。

解答 40.13. 生成元矩阵 G 的基本性质是：非对角元非负；每一行和为零，即

G1 = 0.

前者保证跳转强度不是负数，后者保证概率质量守恒。

解答 40.14. 由 ṁ = G⊤m，

d

dt
1⊤m = 1⊤G⊤m = (G1)⊤m.

若 G1 = 0，则
d

dt
1⊤m = 0.

所以总质量保持不变。
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解答 40.15. 离散平稳分布满足

G⊤m = 0, 1⊤m = 1, mi ≥ 0.

第一式是不随时间变化，第二式是归一化，第三式是概率非负。

解答 40.16. 设 m = (m1,m2)
⊤。由 G⊤m = 0，

−m1 + 2m2 = 0,

所以 m1 = 2m2。再由 m1 +m2 = 1，得

3m2 = 1, m2 =
1

3
, m1 =

2

3
.

解答 40.17. 值函数迭代为
V n+1 = TV n.

从初始猜测 V 0 出发，重复应用 Bellman 算子。

解答 40.18. 若 T 是模数 β 的压缩映射，则

‖V − V ∗‖∞ ≤ ‖TV − V ‖∞
1− β

.

右侧是可计算的 Bellman 残差上界。

解答 40.19. 误差上界为
2× 10−5

1− 0.95
=

2× 10−5

0.05
= 4× 10−4.

解答 40.20. 相邻两次迭代差距衡量算法是否变化很小，但不一定直接衡量候选函数是否
满足 Bellman 方程。Bellman 残差 ‖TV − V ‖ 直接把候选函数代回方程，因此更直接对应
固定点条件。

解答 40.21. 一个常见市场清算残差是

H(r) = As(r)−Kd(r),

其中 As(r) 是家庭资产供给，Kd(r) 是企业资本需求。均衡要求 H(r) = 0。

解答 40.22. 二分法依赖介值定理。若连续函数在区间两端异号，则区间内至少有一个根。
初始括号保证每次缩小区间时仍然没有丢掉根。

解答 40.23. 第一步中点为
0.02 + 0.06

2
= 0.04.
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解答 40.24. 一维 Newton 方法为

pn+1 = pn −
H(pn)

H ′(pn)
.

它用当前点的一阶线性近似估计根的位置。

解答 40.25. 阻尼参数 ω ∈ (0, 1] 控制 Newton 步长：

pn+1 = pn − ω
H(pn)

H ′(pn)
.

当完整 Newton 步过大、导致残差上升或跳出可行区间时，较小的 ω 可以提高稳健性。

解答 40.26. 样本均值为

X̄N =
1

N

N∑
n=1

Xn.

若样本独立同分布、方差为 σ2，则

E[(X̄N − µ)2] =
σ2

N
.

解答 40.27. 样本均值方差为
4

10000
= 0.0004.

标准误差为
√
0.0004 = 0.02.

解答 40.28. 流程为：猜测价格；解 HJB得到最优政策；由政策构造生成元 G；解 G⊤m = 0

得平稳分布；计算聚合量；检查市场清算残差；更新价格并重复。

解答 40.29. 给定 c∗(a, z)，资产漂移为

s∗(a, z) = wz + ra− c∗(a, z).

漂移的正负决定迎风差分方向，也决定生成元矩阵中质量从一个资产网格点流向相邻点的

强度。

解答 40.30. 1⊤m = 1 检查总概率质量是否守恒，mi ≥ 0 检查分布是否仍有概率解释。若

质量不是一或出现负概率，后续聚合资产、消费和清算残差都不可信。

解答 40.31. 有限状态 SDF 定价为

p =
∑
s

πsMsXs,

其中 πs 是状态概率，Ms 是 SDF，Xs 是该状态支付。
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解答 40.32. 若模型价格为 p，SDF 定价内积为
∑

s πsMsXs，定价残差可写为

R = p−
∑
s

πsMsXs.

无误差的离散定价方程要求 R = 0。

解答 40.33. PDE 定价需要检查终端 payoff 是否正确、低价格和高价格边界是否合理、时
间边界是否一致，以及内点 PDE 残差是否足够小。边界错了，内点数值可能也会被污染。

解答 40.34. 网格收敛检查是在更细网格或更小步长上重复求解，比较主要结果是否稳定。
若价格、政策函数、矩或清算残差随网格显著变化，说明当前离散化还不可靠。

解答 40.35. 应记录参数表、网格范围、网格点数、时间步长、停止准则、残差、随机种子、
软件版本、关键输出和生成图表的脚本。这样别人或未来的自己才能复现同一计算结果。

40.16 Computation Lab
本章计算实验的目标是建立一套可复用的数值诊断模板，而不是追求复杂模型。

1. 网格和差分模板。构造区间 [x, x̄] 上的均匀网格，生成 D+、D−、D0 和 D2 的矩阵

形式。检查矩阵维度和边界行。

2. Euler 稳定性实验。对
ẋ = −αx

使用显式 Euler，比较不同 ∆t 下路径是否单调衰减、振荡或发散。

3. 生成元矩阵检查。构造一个三点或五点生成元 G，检查非对角元是否非负、每一行和

是否为零。然后求解

G⊤m = 0, 1⊤m = 1.

4. Bellman 残差表。对一个有限状态动态规划做值函数迭代，每轮记录

‖TV n − V n‖∞

和误差上界
‖TV n − V n‖∞

1− β
.

5. 一维市场清算。给定两个函数 As(r) 和 Kd(r)，用二分法求解

H(r) = As(r)−Kd(r) = 0.

每一步打印区间端点、中点和残差符号。
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6. HJB-KF 诊断表。在简化消费储蓄模型中，记录 HJB 最大残差、KF 质量误差、最
小概率、聚合资产和市场清算残差。改变网格点数，检查主要结果是否稳定。



附录总览

本附录体系不是正文之后的第四卷，而是正文 Ch00–Ch39 的技术补充层和未来扩展
接口。正文保持学习主线：选择、均衡、风险、动态、资产定价、连续时间和计算。附录

承担三项任务：补足正文中不宜展开的证明细节，集中整理跨章工具和符号依赖，为后续

source audit、pedagogical review 和高级专题扩展留下稳定入口。
附录第一版采用“技术证明型 + 长期扩展型”的折中结构。Appendix A–E 提供可

以直接阅读的数学技术补充；Appendix F–G 提供高阶随机过程、金融基本定理、viscosity
solution 和 Mean Field Games 的研究接口，但不展开为完整专著；Appendix H 负责来源
核验、阅读路线、符号表和定理依赖图的总控。

所有附录中的外部参考只作为待核验方向，不视为已验证引用。真正引用、书目信息

和历史归属应在后续 source audit 完成后再进入正式参考文献系统。
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附录 A 逻辑、证明方法与集合论补充

A.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch00–Ch04 和 Ch11–Ch14。正文中已经使用了集合、命题、量词、映射、
对应、偏序、紧性和不动点等语言；这里把这些语言的底层规则集中起来。目标不是建立

数理逻辑课程，而是让读者在阅读经济证明时知道每一步证明到底在使用什么形式。

本附录特别对应四类正文任务：证明最优解存在，证明需求或政策对应非空，证明均

衡存在，证明一个递归对象是固定点。它们看起来属于不同经济问题，但逻辑结构高度相

似：先给出对象存在的候选空间，再给出映射或对应，再用紧性、连续性、闭图或不动点

工具获得结论。

A.2 命题、量词与经济断言

经济理论中的一句话常常含有多个量词。例如“每个价格下都存在一个最优选择”可

以写成

∀p ∈ P, ∃x ∈ B(p) u(x) ≥ u(y) for all y ∈ B(p).

量词顺序很重要。若改成“存在一个选择对所有价格都最优”，形式为

∃x, ∀p ∈ P, x ∈ B(p) and x ∈ arg max
y∈B(p)

u(y),

这通常是完全不同、也通常错误的命题。

例 A.1 (量词顺序). “对任意消费者，都存在一个预算最优消费束”是合理命题；“存在
一个消费束，对任意消费者都是预算最优”通常不合理。第一个命题是逐个体存在，第二

个命题是统一存在。很多均衡存在证明的困难，正来自需要找到一个统一价格或统一分配，

而不是逐状态分别选择。

否定含量词的命题时，量词互换：

¬(∀x ∈ X, P (x)) ⇐⇒ ∃x ∈ X, ¬P (x),
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¬(∃x ∈ X, P (x)) ⇐⇒ ∀x ∈ X, ¬P (x).

反证法通常就是把目标命题取否定，然后推出与已知条件矛盾的结论。

A.3 直接证明、反证法与逆否命题

直接证明的结构是：从假设 A 出发，经过已知定理或代数推导得到结论 B。反证法的

结构是：假设 A 成立但 B 不成立，推出矛盾。逆否命题使用逻辑等价：

A⇒ B ⇐⇒ ¬B ⇒ ¬A.

命题 A.1 (逆否命题等价). 对任意命题 A,B，命题 A⇒ B 与 ¬B ⇒ ¬A 逻辑等价。

证明. 若 A⇒ B 成立，并且 B 不成立，则 A 不可能成立；否则由 A⇒ B 会得到 B，矛

盾。因此 ¬B ⇒ ¬A。反过来，若 ¬B ⇒ ¬A 成立，并且 A 成立但 B 不成立，则由 ¬B 得
到 ¬A，与 A 矛盾。所以 B 必须成立。

经济学中经常用逆否命题证明“若价格支持失败，则不是最优”或“若不存在套利，则

存在正状态价格”这类命题。读者应当识别：证明中的“假设结论不成立”不是任意技巧，

而是在使用一个等价命题。

A.4 集合运算与闭包直觉

集合运算包括并、交、差和补：

A ∪ B, A ∩B, A \B, X \ A.

在经济模型中，交集经常表示多个约束同时满足；并集经常表示多种机制中至少一种可行；

补集经常表示违反某个条件的对象集合。

命题 A.2 (De Morgan 法则). 在全集 X 中，

X \ (A ∪ B) = (X \ A) ∩ (X \B),

X \ (A ∩ B) = (X \ A) ∪ (X \B).

证明. 对任意 x ∈ X，x /∈ A ∪ B 当且仅当 x /∈ A 且 x /∈ B。这给出第一式。第二式同理：

x /∈ A ∩ B 当且仅当 x /∈ A 或 x /∈ B。

闭包和边界在最优选择中很常见。若最优点可能位于约束边界，闭集假设就不能随意

删除。紧集上的连续函数取得最大值，依赖的是“有界防止跑远”和“闭合保证极限点仍

可行”两个直觉。
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A.5 关系、函数与对应

函数 f : X → Y 给每个 x ∈ X 唯一指定一个 f(x) ∈ Y。对应 Γ : X ⇒ Y 给每个 x 指

定一个集合 Γ(x) ⊆ Y。正文中需求、最优政策、均衡反应经常是对应而不是函数，因为最

优解可能不唯一。

对应的图定义为

Gr(Γ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ Γ(x)}.

闭图性质常用来保证极限选择仍然可行。若 xn → x、yn → y、且 yn ∈ Γ(xn)，闭图意味着

y ∈ Γ(x)。

例 A.2 (预算对应). 预算对应

B(p, w) = {x ∈ RL
+ : p · x ≤ w}

通常不是单点。需求对应

X(p, w) = arg max
x∈B(p,w)

u(x)

也可能有多个元素。若偏好严格凸，需求可能变成函数；否则保留对应语言更稳健。

A.6 选择公理的温和用法

当我们说“对每个 s，从非空集合 Γ(s) 中选一个 g(s) ∈ Γ(s)”时，实际上在使用选择

思想。有限状态中这很简单；无限状态中还要关心选择是否可测或连续。正文 Ch22 只使
用经济学中需要的可测选择入口，最一般的选择定理不放入主线。

A.7 附录 A 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：经济数学中的证明方法章节、集合论和拓扑入门、对应与最大

值定理教材章节。后续 source audit 应检查这些来源如何表述图、半连续性、可测选择和
经济例子，并登记到 registries/SOURCE_REGISTRY.md 后再正式引用。



附录 B 线性代数进阶、谱理论与矩阵分

析

B.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch02、Ch14、Ch23–Ch28、Ch31、Ch37–Ch39。正文已经介绍向量、矩阵、
二次型、特征值、Markov转移矩阵和离散生成元；这里补充几个跨章反复出现的线性代数
技术：谱半径、正矩阵直觉、投影、矩阵范数和离散算子的稳定性。

在经济金融中，矩阵不是单纯的计算工具。转移矩阵描述风险和分布，Jacobian 描述
局部稳定性，Hessian 描述二阶条件，生成元矩阵描述连续时间 Markov 流动，投影矩阵描
述近似和估计。附录 B 的目标是把这些对象放在同一张地图里。

B.2 谱半径与动态稳定性

方阵 A 的谱半径定义为

ρ(A) = max{|λ| : λ is an eigenvalue of A}.

在线性差分系统

xt+1 = Axt

中，若 A 可对角化，则

xt = Atx0 = PΛtP−1x0.

因此 ρ(A) < 1 意味着每个特征方向都衰减。

命题 B.1 (可对角化系统的衰减). 若 A = PΛP−1，且所有特征值满足 |λi| < 1，则 Atx→ 0

对任意 x 成立。

证明. 由 At = PΛtP−1。对角矩阵 Λt 的第 i 个对角元为 λti，当 |λi| < 1 时趋于零。因此

Λt → 0，从而 Atx→ 0。
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608 附录 B 线性代数进阶、谱理论与矩阵分析

例 B.1 (局部动态). 若非线性系统在稳态附近线性化为

∆xt+1 = J∆xt,

则 J 的特征值给出局部稳定性。宏观动态中的“鞍路径稳定”可以理解为一部分特征方向

稳定、一部分不稳定，需要初始或跳跃变量选在稳定流形上。

B.3 非负矩阵与 Perron-Frobenius 直觉

非负矩阵 A ≥ 0 表示所有元素非负。Markov 转移矩阵、投入产出矩阵和某些增长算
子都属于这一类。非负结构带来强经济含义：概率不能为负，产出需求不能为负，分布质

量不能为负。

若 P 是行随机矩阵，则

P1 = 1.

平稳分布 π 满足

P⊤π = π, 1⊤π = 1.

这说明 1 是 P 的特征值，而平稳分布是 P⊤ 对应特征向量的归一化版本。

例 B.2 (两状态 Markov 链). 若

P =

(
1− α α

β 1− β

)
,

则平稳分布满足

π1α = π2β, π1 + π2 = 1.

解得

π1 =
β

α + β
, π2 =

α

α + β
.

B.4 矩阵范数与误差界

矩阵范数衡量线性算子的放大能力。给定向量范数 ‖ · ‖，诱导矩阵范数为

‖A‖ = sup
x ̸=0

‖Ax‖
‖x‖

.

它满足

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖, ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.
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在数值算法中，若一个迭代误差满足

en+1 = Aen,

则

‖en‖ ≤ ‖A‖n‖e0‖.

若某个范数下 ‖A‖ < 1，误差收敛。

B.5 投影与最小二乘近似

在 Hilbert 空间或有限维欧氏空间中，把对象投影到低维子空间，是近似动态模型和
投影法的基础。若 M 是由列向量组成的矩阵，最小化

min
b

‖y −Mb‖2

的一阶条件为

M⊤Mb =M⊤y.

若 M⊤M 可逆，则

b = (M⊤M)−1M⊤y.

命题 B.2 (正规方程). 最小二乘问题 minb ‖y −Mb‖2 的内点解满足 M⊤(y −Mb) = 0。

证明. 目标函数为
Q(b) = (y −Mb)⊤(y −Mb).

对 b 求导得到

∇Q(b) = −2M⊤(y −Mb).

令导数为零，即得 M⊤(y −Mb) = 0。

B.6 生成元矩阵的线性代数

连续时间 Markov 链的生成元 G 满足非对角元非负、行和为零。平稳分布满足

G⊤m = 0, 1⊤m = 1.

由于 G⊤ 奇异，实际计算中通常把其中一个方程替换为归一化方程。线性代数上，这是在

零空间中选取概率归一化的代表。

例 B.3 (替换一行). 若要解 G⊤m = 0，可以把矩阵 G⊤ 的最后一行替换为 1⊤，把右端最

后一个元素替换为 1。这得到一个非奇异线性系统的候选版本。求得 m 后仍需检查 G⊤m

残差和 mi ≥ 0。



610 附录 B 线性代数进阶、谱理论与矩阵分析

B.7 附录 B 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：线性代数教材中的谱理论、矩阵分析教材中的非负矩阵、数值

线性代数中的范数和条件数、动态经济学教材中的 Markov 矩阵与投影法。后续引用前应
核验每个定理的假设版本，避免把有限维结论错误推广到无限维环境。



附录 C 一般拓扑、紧性与局部凸空间

C.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch03–Ch04、Ch11–Ch12、Ch19–Ch22 和 Ch34。正文中主要使用度量空
间和有限维直觉；但许多经济问题天然进入无限维空间，例如无限商品、随机支付、概率

测度和价格泛函。附录 C 给出从度量拓扑到一般拓扑、从范数拓扑到弱拓扑、从凸集到局
部凸空间的入口。

这里不展开完整拓扑学。我们只保留对经济证明有用的语言：开集、闭集、紧性、连

续映射、乘积拓扑、弱拓扑、局部凸性和分离思想。

C.2 拓扑空间的最小语言

集合 X 上的拓扑 T 是一族子集，满足：空集和 X 属于 T，任意并仍属于 T，有限交
仍属于 T。T 中的集合称为开集。
在度量空间中，开集由开球生成；在一般拓扑空间中，我们不一定有距离，但仍然可

以谈连续性：映射 f : X → Y 连续，当且仅当对任意 Y 中开集 O，原像 f−1(O) 是 X 中

开集。

例 C.1 (为什么不用距离也有用). 概率测度的弱收敛可以由测试函数刻画，而不一定从某
个初等距离出发。资产定价中的价格泛函也常常自然生活在线性泛函空间中。一般拓扑语

言让我们可以说“价格序列收敛”“分布序列收敛”，而不必一开始就指定欧氏距离。

C.3 紧性作为存在性机器

紧性最重要的经济用途是保证极限对象仍在可行集合中，并让连续函数取得极值。在

一般拓扑中，紧性定义为：任意开覆盖都有有限子覆盖。度量空间中，紧性常常可以通过

序列紧性理解；有限维欧氏空间中，Heine-Borel 定理把紧性等同于闭且有界。

命题 C.1 (连续像保持紧性). 若 K 紧，且 f : K → Y 连续，则 f(K) 紧。
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612 附录 C 一般拓扑、紧性与局部凸空间

证明. 设 {Oα} 是 f(K) 的开覆盖。则 {f−1(Oα)} 是 K 的开覆盖。由紧性，存在有限子覆

盖 f−1(Oα1), . . . , f
−1(Oαn)。于是 Oα1 , . . . , Oαn 覆盖 f(K)。

最大值定理的核心正是：若可行集合紧，目标连续，则目标值集合紧，从而最大值存

在。参数化版本再加入可行对应随参数变化的连续性。

C.4 乘积拓扑与无限商品

有限维商品空间中，商品束是向量。无限商品经济中，商品束可能是序列或函数。若

Xi 是每个商品或状态的选择空间，乘积空间为∏
i∈I

Xi.

乘积拓扑让坐标投影

πi(x) = xi

连续，并且是满足这一性质的自然拓扑。

正文中不展开无限商品一般均衡存在性，因为它需要更重的拓扑和对偶工具。但读者

应知道：无限维问题的难点不只是“变量多”，而是紧性、连续性、价格支持和可行集闭性

都可能换一种拓扑才成立。

C.5 局部凸空间与分离

局部凸空间是带有足够多凸邻域的拓扑向量空间。它的核心价值是支持分离定理：在

适当条件下，凸集可以被连续线性泛函分离。经济上，连续线性泛函就是价格或影子价格。

定义 C.1 (局部凸直觉). 拓扑向量空间 X 若零点附近有一族凸邻域作为局部基，则称为局

部凸。局部凸性保证拓扑与线性结构足够协调，使连续线性泛函能够区分点和凸集。

例 C.2 (价格作为分离泛函). 福利定理和无套利定理都可以看成分离思想的应用。一个不
可行改善方向或套利机会集合若与可接受集合分离，分离超平面给出价格、状态价格或随

机贴现因子。有限维时这是超平面；无限维时就是连续线性泛函。

C.6 弱拓扑的经济意义

给定线性空间 X 和一族线性泛函 X∗，弱拓扑是使这些泛函连续的最弱拓扑。序列 xn

弱收敛到 x，意味着

ℓ(xn) → ℓ(x)



C.7 附录 C 的待核验阅读路线 613

对所有相关线性泛函 ℓ 成立。

弱拓扑通常比范数拓扑更粗，因此更容易产生紧性。经济上，这允许我们在较弱意义

下取得极限对象，例如分布收敛、价格泛函收敛或随机支付的积分收敛。

C.7 附录 C 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：一般拓扑入门、无限维分析教材、局部凸空间和分离定理资料、

无限商品经济中的价格支持材料。后续 source audit 应特别核验每个紧性结论依赖何种拓
扑，避免在正文修订中把范数紧性、弱紧性和序列紧性混用。



附录 D 测度论技术：Radon–Nikodym、
Fubini 与条件期望

D.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch15–Ch18、Ch21、Ch23、Ch28、Ch32–Ch34和 Ch37。正文已经建立概率
空间、Lebesgue积分、条件期望、分布、弱收敛和鞅定价的入口；这里补充几个正文中常用但
不宜反复展开的测度论技术：绝对连续、Radon–Nikodym导数、乘积测度、Fubini/Tonelli、
条件期望的投影直觉和测度变换。

D.2 绝对连续与密度

设 µ, ν 是同一可测空间上的测度。若

ν(A) = 0 ⇒ µ(A) = 0

对所有可测集 A 成立，则称 µ 关于 ν 绝对连续，记作 µ � ν。直觉是：ν 认为不可能的

事件，µ 也认为不可能。

若存在非负可测函数 f，使得

µ(A) =

∫
A

f dν

对所有 A 成立，则 f 是 µ 相对于 ν 的密度，记作

f =
dµ

dν
.

例 D.1 (风险中性概率密度). 若风险中性测度 Q 与真实测度 P 等价，则存在密度过程或
终端密度

Z =
dQ
dP

.
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D.3 RADON–NIKODYM 定理的用法 615

定价中常见表达

EQ[X] = EP[ZX]

就是 Radon–Nikodym 思想的应用。

D.3 Radon–Nikodym 定理的用法

Radon–Nikodym定理的完整证明较技术化，正文只需要知道它提供了“测度之比”的
严格版本。

定理 D.1 (Radon–Nikodym 定理，使用版). 若 µ 与 ν 是 σ-有限测度，且 µ� ν，则存在

非负可测函数 f，使得

µ(A) =

∫
A

f dν

对所有可测集 A 成立。函数 f 在 ν-几乎处处意义下唯一。

经济和金融中的关键不是记住证明细节，而是识别何时可以把一个测度写成另一个测

度下的密度。这是状态价格、SDF、风险中性概率、似然比和测度变换的共同语言。

D.4 Tonelli 与 Fubini

二重积分的交换不是无条件的。Tonelli定理处理非负函数，Fubini定理处理可积函数。
若 f ≥ 0，则即使积分可能为无穷，也有∫

X

∫
Y

f(x, y) dν(y)dµ(x) =

∫
X×Y

f d(µ⊗ ν) =

∫
Y

∫
X

f(x, y) dµ(x)dν(y).

若 f 可积，即 ∫
|f | d(µ⊗ ν) <∞,

则 Fubini 允许交换积分次序。

例 D.2 (聚合消费). 若 c(a, z) ≥ 0，横截面总消费

C =
∑
z

∫
c(a, z)m(a, z) da

可以先对资产积分再对状态求和，也可以先按状态分组再聚合。非负性让 Tonelli 适用。若
对象可能有正负部分，则需要可积性检查。
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D.5 条件期望的投影直觉

条件期望 E[X | G] 是 G-可测随机变量，并满足∫
G

E[X | G] dP =

∫
G

X dP

对所有 G ∈ G 成立。若 X ∈ L2，它也可以看作把 X 投影到 G-可测平方可积随机变量构
成的闭子空间。

命题 D.1 (塔式性质). 若 H ⊆ G，且 X 可积，则

E[E[X | G] | H] = E[X | H].

证明. 左边是 H-可测。对任意 H ∈ H，因为 H ∈ G，∫
H

E[E[X | G] | H] dP =

∫
H

E[X | G] dP =

∫
H

X dP.

由条件期望的唯一性，结论成立。

D.6 测度变换与等价性

在资产定价中，等价测度要求两种测度有相同零概率事件。若 Q ∼ P，则套利不可见
的事件集合不会因换测度而改变。风险中性定价不是说真实概率等于风险中性概率，而是

说在适当密度加权后，折现价格成为鞅。

D.7 附录 D 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：测度论教材中的 Radon–Nikodym、Fubini、条件期望章节，概率

论教材中的正则条件分布，金融数学教材中的等价测度和密度过程。后续 source audit 应
确认正文中每个积分交换、条件期望和测度变换是否满足相应可积性或绝对连续假设。



附录 E 泛函分析证明补充：Riesz、弱拓
扑与 Banach–Alaoglu 接口

E.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch19–Ch22、Ch28、Ch31、Ch33–Ch34。正文已经介绍赋范空间、Banach
空间、Hilbert 空间、连续线性泛函和有限维投影；这里补充三个研究中经常出现的接口：
Riesz 表示思想、弱拓扑和弱星紧性。

泛函分析的经济意义可以概括为一句话：当商品、状态、时间或风险暴露变成无限维

对象时，价格不再只是一个向量，而是一个连续线性泛函。福利定理、无套利定价、无限

商品均衡和 PDE 弱解都依赖这种语言。

E.2 连续线性泛函与对偶空间

给定赋范空间 X，连续线性泛函是映射 ℓ : X → R，满足线性性和连续性。所有连续
线性泛函构成对偶空间 X∗。其范数为

‖ℓ‖ = sup
∥x∥≤1

|ℓ(x)|.

若 ℓ 是价格泛函，ℓ(x) 就是支付 x 的价格。连续性意味着小的支付扰动不会导致无限大的

价格变化。

例 E.1 (状态价格向量与价格泛函). 有限状态中，支付 x ∈ RS，价格为

p(x) =
S∑
s=1

qsxs.

这里 q 是状态价格向量。无限状态中，价格可能写成

p(X) = E[MX],

此时 M 扮演密度或 SDF 的角色，p 是定义在随机支付空间上的线性泛函。
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618 附录 E 泛函分析证明补充：RIESZ、弱拓扑与 BANACH–ALAOGLU 接口

E.3 Hilbert 空间中的 Riesz 表示

Hilbert空间 H 有内积 〈·, ·〉。Riesz表示定理说明：每个连续线性泛函都可以由某个元
素 y ∈ H 表示为

ℓ(x) = 〈x, y〉.

完整证明需要 Hilbert 空间投影定理；正文只使用其有限维和直观版本。

定理 E.1 (Riesz 表示，Hilbert 空间使用版). 若 H 是 Hilbert 空间，且 ℓ ∈ H∗，则存在唯

一 y ∈ H，使得

ℓ(x) = 〈x, y〉

对所有 x ∈ H 成立。

例 E.2 (SDF 作为表示元素). 若支付空间是 L2，价格泛函 p(X) 连续线性，则 Riesz 思想
说明存在 M ∈ L2，使

p(X) = E[MX].

这就是随机贴现因子的泛函分析来源之一。

E.4 弱拓扑与弱收敛

范数收敛要求

‖xn − x‖ → 0.

弱收敛只要求所有连续线性泛函下的数值收敛：

ℓ(xn) → ℓ(x) for all ℓ ∈ X∗.

弱收敛更容易成立，也更适合处理无限维极限。

例 E.3 (分布收敛的类似结构). 概率测度弱收敛可由测试函数积分收敛刻画：∫
f dµn →

∫
f dµ.

这与向量弱收敛的形式类似：不是直接比较对象本身，而是比较所有测试泛函作用后的数

值。
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E.5 Banach–Alaoglu 的接口
Banach–Alaoglu定理说明，对偶空间单位球在弱星拓扑下紧。完整形式超出正文需要，

但其经济含义很重要：在合适拓扑下，价格泛函集合可以有紧性，从而极限价格或支持价

格有存在性基础。

定理 E.2 (Banach–Alaoglu，接口版). 赋范空间 X 的对偶单位球

{ℓ ∈ X∗ : ‖ℓ‖ ≤ 1}

在弱星拓扑下是紧的。

本书初版不证明该定理。后续若扩展无限商品一般均衡、一般无套利定理或弱解理论，

Banach–Alaoglu 将成为关键工具。

E.6 附录 E 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：泛函分析教材中的 Riesz表示、Hahn–Banach、弱拓扑和 Banach–

Alaoglu；经济分析教材中的价格泛函和无限商品经济；资产定价教材中的 SDF 表示。后
续 source audit 应区分 Hilbert 空间表示和一般 Banach 空间对偶表示，避免把内积表示误
用于所有空间。



附录 F 随机过程与半鞅入口

F.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch23、Ch32–Ch36 和 Ch38。正文已经介绍离散时间过滤、鞅、Brownian
motion、Itô 积分、SDE、Girsanov 入口和连续时间资产定价。这里说明更一般的随机过程
框架如何连接正文，但不展开完整半鞅理论。

正文主线选择 Brownian 驱动的 Itô 过程，是因为它足以覆盖 Black–Scholes、Merton、
HJB 和许多宏观金融模型。一般半鞅框架能处理跳跃、随机波动、默认、交易时钟和更一
般的信息结构，但技术负担显著更高。

F.2 从鞅到局部鞅

鞅满足

E[Mt | Fs] =Ms, s ≤ t.

局部鞅放宽为：存在一列停止时 τn ↑ ∞，使得停止过程

Mt∧τn

是鞅。这个概念允许处理不一定全局可积、但局部上有鞅结构的过程。

例 F.1 (为什么需要局部化). 连续时间金融中，某些随机积分自然是局部鞅，但不一定是
严格鞅。若直接把所有局部鞅当成鞅，可能得到错误的定价公式。局部化技术就是在可控

区间上先证明，再通过极限处理全局问题。

F.3 半鞅的分解直觉

半鞅可以粗略理解为“局部鞅 + 有限变差过程”。典型形式为

Xt = X0 +Mt + At,
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F.4 随机积分的一般化 621

其中 Mt 是局部鞅，At 是有限变差过程。Itô 过程

dXt = btdt+ σtdWt

就是半鞅的一类：漂移积分是有限变差部分，随机积分是局部鞅部分。

F.4 随机积分的一般化

正文中的 Itô 积分 ∫ t

0

Hs dWs

以 Brownian motion 为积分器。半鞅理论允许积分器本身是更一般的半鞅：∫ t

0

Hs dXs.

这对一般资产价格过程重要，因为资产价格可能有跳跃或复杂波动结构。

例 F.2 (带跳价格). 若股票价格有突然跳跃，仅用

dSt = µStdt+ σStdWt

不能描述跳跃风险。半鞅框架允许价格包含跳跃项。此时无套利、复制和风险中性定价需

要处理连续风险和跳跃风险两个部分。

F.5 二次变差与协变差

Brownian motion 的二次变差为

[W ]t = t.

一般半鞅也有二次变差 [X]t 和协变差 [X,Y ]t。Itô 公式中的二阶项来自二次变差。对金融
应用来说，二次变差连接到实现波动率、对冲误差和连续时间风险溢价。

F.6 为什么初版不展开完整半鞅理论

完整半鞅理论需要可预测过程、随机积分一般构造、Doob–Meyer分解、局部特征、跳
测度和更一般的无套利条件。它非常重要，但若放入正文，会压垮本书的主线。初版只保

留 Brownian/Itô 主干，把一般半鞅作为研究入口。



622 附录 F 随机过程与半鞅入口

F.7 附录 F 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：随机过程教材中的局部鞅和半鞅章节，金融数学教材中的一般

无套利框架，跳扩散和信用风险材料。后续 source audit 应先核验定义和定理假设，再决
定是否把半鞅专题扩展为独立高级模块。



附录 G 高级金融基本定理、viscosity
solution 与 Mean Field Games 接口

G.1 用途与正文依赖

本附录服务 Ch31–Ch39。它不是新主线，而是三个未来研究方向的接口：一般金融基
本定理，viscosity solution，高维分布动态和 Mean Field Games。正文中已经提供 PDE、
HJB、鞅测度、HJB-KF 和计算方法的入口；这里说明继续深入时需要补哪些工具。

G.2 一般金融基本定理接口

正文 Ch34 给出无套利和鞅测度的入门版本。更一般的金融基本定理需要处理无限状
态、连续时间、交易策略约束、局部鞅测度和不同无套利概念。核心思想仍是：

无套利条件 ⇐⇒ 存在合适的等价定价测度或 deflator.

但“合适”二字在高级版本中非常技术化。

例 G.1 (从有限状态到连续时间). 有限状态一期间，无套利可由正状态价格刻画。连续时
间半鞅市场中，价格过程的折现形式需要在某个等价测度下成为局部鞅，或者存在严格正

deflator 使得财富过程被折现后满足超鞅性质。

G.3 viscosity solution 接口

HJB 方程经常没有经典 C2 解。viscosity solution 提供弱解概念，让 HJB 在不可光滑
点仍有良好比较原理和唯一性理论。正文 Ch33 和 Ch39 只使用光滑验证和数值残差；高
级研究中，viscosity solution 是理论和计算之间的重要桥梁。
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624附录 G 高级金融基本定理、VISCOSITY SOLUTION与 MEAN FIELD GAMES接口

直觉上，viscosity solution不要求函数处处可微，而是用光滑测试函数从上方或下方接
触目标函数，并在接触点检查 PDE不等式。这样可以处理价值函数的折点、状态约束和非
光滑 payoff。

例 G.2 (期权 payoff 的非光滑性). 欧式看涨期权终端 payoff

(S −K)+

在 S = K 不可微。定价 PDE 在终端时刻不可能有经典光滑终端条件。viscosity 或弱解语
言解释了为什么 PDE 方法仍然有效。

G.4 Mean Field Games 接口
Mean Field Games 把大量相互影响的个体决策写成 HJB 与 KF 的联立系统：

HJB: individual optimization given distribution,

KF: distribution evolution induced by policy.

这与 Ch37–Ch38 的异质性主体 HJB-KF 系统形式相近，但 MFG 更强调每个个体对总体
分布的策略反应和均衡一致性。

完整 MFG 理论需要 HJB、FP/KF 方程、固定点、单调性条件、存在唯一性和数值算
法。初版不展开，是因为正文已经覆盖宏观金融所需的 HJB-KF 入口，完整 MFG 会成为
独立研究专题。

G.5 高维计算和机器学习求解器接口

高维 HJB或分布动态可能需要投影法、稀疏网格、粒子法、深度学习近似或强化学习
方法。本书初版不把机器学习求解动态模型纳入主线。原因不是它不重要，而是它需要独

立的统计学习、优化和泛化误差理论。Appendix G 只保留接口：未来扩展必须同时说明算
法、误差诊断和经济解释。

G.6 附录 G 的待核验阅读路线
待核验来源类型包括：高级金融数学中的一般 FTAP，PDE/HJB中的 viscosity solution

教材或讲义，Mean Field Games 入门与宏观分布动态材料，高维计算经济学资料。所有具
体文献和历史归属必须先进入 source audit，不能在初稿中直接断言。



附录 H 来源核验、阅读路线、符号表与

定理依赖图

H.1 用途与正文依赖

本附录是全书二轮修订的控制台。正文 Ch00–Ch39 已经形成 40 章初稿，登记了 151
个定理条目和两百余个符号条目；但来源核验仍处于 pending状态。Appendix H的任务是
把后续工作组织成可执行队列：先核验来源，再统一符号，再审查证明和题解，最后进入

版本冻结。

H.2 来源核验路线

当前 registries/SOURCE_REGISTRY.md 中的来源均为 pending verification。第一轮
source audit 应按卷推进：

1. 卷一：实分析、优化、凸分析、固定点、一般均衡和博弈来源。

2. 卷二：测度、积分、条件期望、函数空间、动态规划和离散时间资产定价来源。

3. 卷三：ODE、最优控制、PDE、Itô、HJB、无套利、Black–Scholes、Merton、HJB-KF
和计算方法来源。

4. 附录：拓扑、局部凸空间、Radon–Nikodym、Riesz、半鞅、viscosity solution和 MFG
的高级入口来源。

每个来源核验条目至少记录：准确书名或论文名，作者，版本或年份，相关章节，使

用目的，是否已核验，是否可作为正式引用。
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626 附录 H 来源核验、阅读路线、符号表与定理依赖图

H.3 阅读路线

建议读者按目标选择路线。

理论经济学路线 Ch01–Ch14，然后 Ch19–Ch22，最后回到 Appendix C–E。

递归宏观路线 Ch15–Ch17，Ch21，Ch24–Ch27，Ch37–Ch39。

资产定价路线 Ch18，Ch23，Ch28，Ch32–Ch36，再读 Appendix D–G。

连续时间宏观金融路线 Ch29–Ch33，Ch37–Ch39，再读 Appendix F–G。

计算路线 Ch14，Ch24–Ch27，Ch31，Ch37–Ch39，并结合 Appendix B 和 H 的诊断清单。

H.4 符号统一任务

符号统一应优先处理跨章重复符号。当前高风险符号包括：

A, B, M, P, Q, S, K, L, λ, ρ, π, µ, m.

二轮修订时，每个符号应检查三件事：第一次出现是否定义，同一章内是否保持一致，跨

章冲突是否有局部说明。

例 H.1 (局部说明模板). 若 P 在某章表示转移矩阵，而前文曾用 P (t, S) 表示看跌期权价

格，则本章首次使用时应写明：“本章中 P 表示转移矩阵，与期权价格章节中的 P (t, S) 不

同。”这种短句能显著降低后半书阅读成本。

H.5 定理依赖图的第一版结构

全书定理可分为八组：

1. 存在性工具：Weierstrass、Berge、Brouwer、Kakutani。

2. 凸性与分离：分离定理、KKT、对偶、福利定理。

3. 概率与积分：收敛定理、条件期望、Bayes、鞅性质。

4. 函数空间：范数、线性算子、投影、Riesz 接口。

5. 动态规划：Bellman 压缩、策略改进、Euler 和 envelope。



H.6 全书二轮审查清单 627

6. 资产定价：SDF、状态价格、风险中性测度、FTAP。

7. 连续时间：ODE、最优控制、Itô、HJB、Feynman–Kac。

8. 分布与计算：KF、HJB-KF、生成元矩阵、残差和数值方法。

后续可以把 registries/THEOREM_REGISTRY.md 转化为真正的依赖图：每个定理标注
prerequisites、used in、proof status 和 audit status。

H.6 全书二轮审查清单

1. 每章 source audit：不通过的来源不得进入 bibliography。

2. 每章 pedagogical review：检查例题是否紧跟知识点，题解是否足够详细。

3. theorem pass：核对定理编号、证明状态、是否重复或冲突。

4. notation pass：核对符号冲突和首次定义。

5. exercise pass：检查习题和解答是否一一对应。

6. computation pass：检查计算实验是否有输入、输出和诊断指标。

7. LaTeX pass：两轮编译，扫描 fatal、missing character、reference、rerun 和 overfull。

H.7 附录 H 的待核验阅读路线
Appendix H本身不引入新的理论来源。它依赖项目 registry、章节 review和后续 source

audit。若未来接入 BibLaTeX 或 BibTeX，Appendix H 应成为 source registry 与正式 bib-
liography 之间的桥梁。



参考文献

参考文献系统将在来源核验完成后接入 BibLaTeX 或 BibTeX。
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