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1 模型引言

在先前课程中，我们回顾了消费者选择理论，并运用该理论初步解释了人们如何在当前与未来之间
配置资金。同样地，我们很容易识别出资金的供需模型。为便于阐述与证明，我们将首先考虑资金

配置的两期模型——具体研究人们在今年与明年之间的储蓄选择——并构建二维模型进行推导。随
后，我们将把该模型拓展至 n 期形式。

2 无货币条件下的储蓄模型

首先让我们思考，在不存在货币的经济体中，人们将如何制定当前与未来之间的储蓄决策。此处，

我们令 c1 与 c2 分别表示今年与明年的消费水平，y1 表示今年收入，S 表示今年储蓄，ρ 表示贴现

率，r 表示实际利率。由此可推导出它们满足的关系式及相应效用函数：

U(c1, c2) = u(c1) +
u(c2)

1 + ρ
(1)

{
c1 + s = y1 (2)

c2 = (1 + r)s (3)

联立公式 (2) 与 (3) 可得：

c2 = (1 + r)(y1 − c1) (4)

c1 +
1

1 + r
c2 = y1 (5)

该问题转化为在约束条件 (2) 与 (3) 下求效用函数 (1) 的最大化问题。对 (1) 求导可得：



u′(c∗1)−
1 + r

1 + ρ
u′((1 + r)(y1 − c∗1)) = 0 (6)

其中 c∗1, c
∗
2, s

∗ 代表这些变量在最优状态下的取值。

由此我们得到：


u′(c∗1)

u′(c∗2)
=

1 + r

1 + ρ
(7)

c∗2 = (1 + r)(y1 − c∗1) = (1 + r)s∗ (8)

(7) 描述了个体在当前与未来消费之间实现最优均衡的状态。等式左侧的边际效用比率衡量个体对
当前消费的主观偏好程度，右侧则表征市场回报（即实际利率）与等待成本（贴现率）之间的权衡

关系。

• 当 r < ρ 时，意味着等待产生的效用损失超过市场提供的回报，导致个体更倾向于当期消费

而非储蓄

• 反之，若 r > ρ，则表明市场回报超过个体的不耐程度，这将促使他们减少当期消费并增加储

蓄以供未来消费

(8) 表征跨期预算约束，界定了个体如何将当期储蓄转化为未来消费，从而确保消费选择的可行性。

此外，可将 (7) 重新整理，使市场决定的实际利率位于等式一侧，个体主观贴现因子 1 + ρ 位于另

一侧：
u′(c∗1)
u′(c∗2)
1+ρ

= 1 + r (9)

这将更直观地揭示个体偏好选择与市场条件之间的关系。

3 货币经济中的储蓄模型

货币的引入从本质上丰富了跨期选择模型。个体当期的选择还会受到其对未来预期的影响。

我们保留两期框架，但引入新的变量：

名义变量：
P1, P2：分别表示今年与明年的价格水平，需注意 P e

2 表示预期价格水平
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i：名义利率

Y1：以货币计值的首年收入

实际变量：前述模型中的所有变量（c1, c2, y1, r）均以实际单位（消费单位）计量

保持相似的方程与函数形式，仅增加名义变量的影响：

U(c1, c2) = u(c1) +
u(c2)

1 + ρ
(1)

{
P1c1 + s = Y1 (10)

P e
2 c2 = (1 + i)s (11)

=⇒ c1 +
1

1 + i

P e
2

P1
c2 =

Y1
P1

= y1 (12)

此处我们定义新变量 πe = P2/P1 作为衡量第 1 期到第 2 期价格变化的指标。更一般地，该变量通
常被称为预期通货膨胀率。

因此，(12) 可简化为：

c1 +
1 + πe

1 + i
c2 = y1 (13)

通过与 (5) 对比，容易发现 i, r, πe 之间存在特定等式关系，即所谓的费雪方程：

1 + i = (1 + r)(1 + πe) = 1 + r + πe + rπe = 1 + r + πe + o(1) (14)

在正常情况下，当实际利率和预期通货膨胀率均处于较低水平时，交叉项 rπe 可视为无穷小量。这

使得费雪方程可近似表示为：

i = r + πe (15)

Note 1. 然而，在发生高通货膨胀、实际利率较高或需要精确计算的情形下，该交叉项不可省略。
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最优化条件与前述模型类似：

u′(c∗∗1 )− 1 + i

1 + πe

1

1 + ρ
u′(

1 + i

1 + πe
(y1 − c∗∗1 )) = 0 (16)


u′(c∗∗1 )

u′(c∗∗2 )
=

1 + i

1 + πe

1

1 + ρ
(17)

c∗∗2 =
1 + i

1 + πe

1

1 + ρ
(y1 − c∗∗1 ) =

1 + i

1 + πe

1

1 + ρ
s∗∗ (18)

4 引入第二期收入的储蓄模型

接下来考虑引入第二期收入的情形，观察模型将如何变化。消费、储蓄与收入的约束方程变为：

{
P1c1 + s = Y1 (19)

P2c2 = (1 + i)s+ Y2 (20)

c1 +
1

1 + i

P2

P1
c2 =

Y1
P1

+
Y2
1+i

P1
(21)

如前所述，若令 1 + i = (1 + r)(1 + π)，其中定义 1 + π = P2
P1
，则第二期收入项的实际值可转化为：

Y2
1+i

P1
=

Y2
(1+r)(1+π)

P1
=

Y2
1+π

(1 + r)P1
=

Y2
P1
P2

(1 + r)P1
=

y2
1 + r

(22)

这意味着实际值形式的原方程可表示为：

c1 +
1

1 + r
c2 = y1 +

1

1 + r
y2 (23)

5 一个住房租赁市场示例

住房租赁需求函数：
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R = a− bH (24)

房主的房屋供给意愿：

P = cH (25)

H :房屋建设总量

R :房屋租赁价格

P :新建房屋的边际成本

a, b, c :供给曲线与需求曲线中的参数

H

R

R = a− bH

(a) 租赁需求曲线

H

P

P = cH

(b) 供给曲线

图 1: 住房市场：供需关系

如果我们定义 I 为总投资额，它等于住房建设的总支出，我们可以得到方程：

I = PH = cH2 (26)

收入 I 与住房总存量 H 之间的微分关系为：
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dH

dI
=

1

2
√
cI

(27)

定义住房投资回报率 r 为：

1 + r =
R

P
(28)

则 r 与 I 之间的微分关系为：

dr

dI
=

d

dI
(
a− b

√
I
c√

cI
)

= − b

2cI
− (a− b

√
I

c
)

1

2
√
c

=
1√
cI

(
1

2
√
cI

)(−b) +
−(a− b

√
I
c )

cI
(

1

2
√
cI

)c

=
1

P

dH

dI

dR

dH
+

−R

P 2

dH

dI

dP

dH

微分项 表达式与来源 符号 经济解释

dH
dI 由 I = cH2 ⇒ H =√

I/c

正 (+) 投资增加导致住房供给增加

dR
dH 由 R = a− bH ⇒ dR

dH =

−b

负 (-) 住房供给增加降低租金价格

（需求定律）
dP
dH 由 P = cH ⇒ dP

dH = c 正 (+) 住房增加提高边际建造成本
1
P 边际成本 P > 0 正 (+) –
−R
P 2 租金价格R > 0, P 2 > 0 负 (-) –

综合效应：

• 第一部分： (1/P ) · (dH/dI) · (dR/dH) = (+) · (+) · (−) = −

• 第二部分： (−R/P 2) · (dH/dI) · (dP/dH) = (−) · (+) · (+) = −

由于两项均为负值，它们的和 dr
dI 必为负值。
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这一数学结论具有清晰的经济学解释：

• 分子减小而分母增大：

– 当投资 I 增加时，住房供给 H 随之增加

– 分子 R（租金价格）：由于需求曲线向下倾斜，住房供给增加导致租金价格下降

– 分母 P（成本）：由于供给曲线向上倾斜，住房供给增加推高了边际建造成本

– 在分子减小而分母增大的共同作用下，二者比值 r = R/P 自然随之下降

• 边际收益递减规律：

– 在固定的土地和市场环境下，初始投资能够获得较高回报

– 随着投资规模扩大，边际收益（体现为租金价格 R）逐渐下降，而边际成本（P）持续上

升

– 这导致总投资回报率 r 随投资增加而呈现下降趋势

I

P

P (I)

(a) 生产函数

I

R

R(I)

(b) 需求曲线

图 2: 投资视角下的住房市场关系

当我们固定短期住房供给 P，即假定住房数量 H 在短期内保持不变时，住房需求 P 可表示为

P =
a− bH

1 + r
(29)
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图 3: 投资 I 与回报率 r 的关系
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图 4: 供给曲线 P = cH 与不同利率 r 对应的需求曲线 P = (a − bH)/(1 + r)。当利率 r 上升时，
需求曲线向下旋转，导致均衡价格与数量降低；当利率 r 下降时，需求曲线向上旋转，导致均衡价
格与数量升高。圆点标示不同利率对应的均衡点。
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